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Sedmo poglavje: DOLOCENI INTEGRAL
OSNOVE

Doloéeni (Riemannov) integral

Naj bo funkcija f(z) omejena na konEPeM intervalu [a,b] in a =z S 21 <
e ea e ac Ca.=b poliubna delitev tega intervala.

Qe 3 P Tk = ) by s
Sirina posameznega podintervala je Atk =g, —ziy za k=1,2,.40.

Naj bo & = ::;,lbw.rbaf...,DL.L. I ¢, poljubno izbrana tocka podin-
tervala [zx_1, Zk)-

Vsoto Y ¢, f(€k)Azy
imenujemo integralska
vsota.

Naj gre 6 — 0 ob tem,
da stevilo delitvenih tock
narasca.

T

0| a =7 =2 Zi-165 Tk

Ce obstaja limita integralske vsote, ki € razliéna od 400 (neodvisna od n.wm...m na
delitve intervala [a, b] na podinterval® '€ od izbire to¢k £ na podintervalih),
jo imenujemo doloceni (Riemannov) M€gral funkcije f(z) na intervalu [a,b]
in pigemo

L]

b !
_. flz)dx = :_:..l__,.i f(€x)Azy

£

Pravimo tudi, da je funkcija f(z) ,:___cn_,_i..":_m po Riemannu na intervalu [a, S.

Vsaka zvezna funkcija je integrabiln@:

Vsaka monotona funkcija je integra

n s . . ’: . ...f‘?., , ik Rl S ERa = -
Funkeija, ki je omejena in odsekom® #¥"4na, je integr abilna.

el OSNOVE e 297

Ce je funkcija f(z) zvezna na intervalu [a, b], je tam integrabilna iy

b

(?__.?“KH = F(b) — F(a)

a

pri cemer je

F(z)= [ f(z)d=x

Tudi v doloceni integral véasih vpeljemo novo integracijsko SpPremen]

; 3y : jivko z
enatbo r = o(t). Tedajje dz =o(t)dt a= o)

b= a(B) in dobimo
b ¥il
[ f(z)dz = [ flo(t)]o(t)dt

¢e je le funkcija o(t) naintervalu [a, 8] zvezno odvedljiva in strogo monotona

Posploseni integral

Posploseni integral funkcije, ki je omejena na neskonénem interyaly

Naj bo funkcija f(z) integrabilna na intervalu [a,b] za vsak b > ,

. ) (edaj
definiramo posploseni integral :

Lo =) &
f Hz)dz = @::_ \.bh?ﬁ.
Y
Ce limita obstaja in je razlitn, o4
+00, je integral konvergenten, .oy
0 i D pa divergenten.
[} \.___ £
Velja kriterij
Integral [ f(z)dx je konvergerten, ée obstajata p > 1 in M tako, da je

|f(x).2?| < M < 00 za vsak z € [a, o)

Ce sta v integralu obe meji neskonéni, potem definiramo




298 DOLOCEN] INTEGRAL

mw.:ow ._mbHEH

a—=—oo %

T f(z)dz =

Integral je konvergenten, ée obstaja vsaka limita zase in je razli¢na od Foo.

Posploseni integral funkcije, ki na kon¢nem intervalu ni omejena.

Naj bo funkcija f(z) na konénem intervalu [a,b] omejena povsod razen v

tocki ¢, ¢ € [a,b] .

Dalje naj bo funkcija f(x) integrabilna na intervalih [a,c —¢&] in
[c+e2,b], €1, €2>0

Tedaj posploseni integral definiramo

b c—£] b

[ f(z)dz = :Ec [ fz)dz + :Eo [ f(z)de

a o S £2 et e,
Integral je konvergenten, ce

y obstaja vsaka limita zase in je
razliéna od too.
\
0 =
a c—€1 : ctez b x

Velja kriteri)
b
Integral g. f(z)dz je konvergenten, ce obstajata p <1 in M tako, da je

If(z)(z —¢)’| < M < 00 zavsak z € [a,b].

V primeru, ko zgornji limiti vsaka zase ne obstajata, obstaja pa himita vsote

_._:;,.m,..:.a?_..., + ‘;. f(z)dz]
&30 _._ ctHe

pa vrednost te limite imenujemo (Cauchyjeva) glavna vrednost.
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Ploséina lika

Ploscina p lika, ki ga ograjuje krivul-
ja ¥y = f(z) > 0 z abscisno osjo nad
intervalom [a, b, je definirana s for-
mulo

b
p= [ f(z)dz

Ploséino p lika, omejenega s krivul-
jama y = f(z) in y = g(z) ter or-
dinatama v krajiscih intervala [a, b],
izracunamo po formuli

p= [[f(z) — g(z)|de

f(z) 2 g(z), = € [a,b]

o P N . .
Ce je krivulja podana parametri¢no z enachama = = z(t) = ylt)
tedaj ploséino lika omejenega z dano krivuljo, abscisno osjo ter ordinatama v

krajiscih intervala [a,b] dobimo po formuli
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g
p= [y(t)a(t)dt

Ut =a l~ =f >

\\\\\l kjer je

P a=z(a) b=z(F)

0 in

a e

y(t) >0 za t€[a,f]

Spet naj bo krivulja podana parametricno z enacbama ¢ = z(t) vy = y(t)

Ploséino izseka, ki ga vidimo na sli-

4 ki, izratunamo s formulo
1 4 A :
p =3 [lz()y(t) — &(t)y(t))dt
=t
0
o
Ce je krivulja podana v polarnih koordinatah z enachbo r = r(p), dobimo

ploiéino takega izseka s formulo
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Dolzina loka krivulje

Krivulja naj bo podana z enacbo y = f(z). Dolzino loka s krivulje nad inter-
valom |[a, b] izrac¢unamo s formulo

b
N e 0

Ce je krivulja podana parametriéno z enactbama = =z(t) y=y(t), tedaj
dolzino loka krivulje na intervalu [a, 8] dobimo s formulo

Za krivuljo, ki je podana v polarnih koordinatah z enacbo r = r(y¢), dobimo
dolzino loka na intervalu [p;, 3] s formulo

w2z
s= [Vr24r2dyp iﬂw_d

¥l

Prostornina telesa in prostornina rotacijskega telesa

Abscisna os naj bo taka os telesa, da je v vsaki njeni tocki z na intervalu
[a,b] znana plodéina p(z) pravokot-
nega preseka. Tedaj prostornino V
telesa dobimo s formulo

¥ = ‘. plz)dz

a

Prostornino rotacijskega telesa (vrienine), ki ga dobimo z rotacijo lika,
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ki ga omejujeta krivulji y = .2.3
in y = g(z), okrog abscisne osi,
izracunamo po formuli

Ve = a.wrnhi - g*(z)]dz

U kjer je
a b &

f(z) > g(x), = € [a, 8]

Y Analogna je formula za racunanje
, prostornine rotacijskega telesa, e se
lik zavrti okrog osi y

Ve = a.m::,_: — ¢*(y)}dy

kjer je

i] wo se lik D={(z,y); a <z < b,
Vendar pa prostornino rotacijskega telesa, ko se ik D=tz a=25
g(z) < y < f(z)} zavrti okoli osi y, dobimo tudi s formulo

[ z[f(x) — g(z)|dx

—_—

Ty
_—.___ = oW
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Povrsiina rotacijskega telesa

Lok krivulje y = f(z) na intervalu [a,b] naj rotira okoli abscisne osi.

Povrsino P nastale rotacijske
ploskve dobimo s formulo

: b
P=3 1 + y"2d
a b =z ﬁk.@;\ 2

Ce je krivulja podana parametri¢no z enacbama = — z(t)

y = y(t),
izraéunamo povrsino vrtenine s formulo

A
P =2r [y(t)\/2%(t) + y2(t)dt

Za krivuljo, ki je podana v polarnih koordinatah z enacho r — r(v), dobimo
povrsino rotacijskega telesa po formuli

= ‘. rsingyr? + r2dyp

¥

Masno sredisce lika in loka krivulje

Naj bo lik omejen s krivuljama y = f(z) in y=g(z) ter premicama

r=a m xr=b Koordinati masnega srediica (o,%0) lika sta podani s

formulama
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h

b

Jzlf(z) — g(z))dz

Yo = .___w:,...hi — g*(z)]dz

=]
Il
=5
]
s
F.‘
(=]
Il
L

=

(=]

L d
=

ol __ 3 Kjer je

W

Koordinati (2o, yo) masnega srediséa loka krivulje y = f(z) na intervalu [a, )

dobimo s formulama

_—_u o
To = _w.?.,.i_ + y"2dzx Yo = w yy/1 + y?dz

By o

kjer je
b
B ‘. 1 + ydz

Guldinovi pravili

i sa, ki i vrtenju lika okoli osi, ki ne poteka skozi no-
Prostornina telesa, ki nastane pri vrtenju lika okoli osi, I
tranjost lika in lezi v ravnini lika, je enaka

Vi=pinr
kjer je p ploséina lika in r oddaljenost masnega sredis¢a lika od osi.
Povrsina ploskve, ki jo opige lok krivulje pri vrtenju okrog take osi, je enaka

F=silnr

kjer je s dolzina loka krivulje in r oddaljenost masnega sredisca loka krivulje

od osi.
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Cikloida

Je krivulja, ki jo opise poljubno izbrana tocka na kroznici s polmerom a, ce
krog brez drsenja kotalimo po premici.

Enacba cikloide

z = a(t —sint)
a(l — cost)

=]
Il

Epicikloida

je krivulja, ki jo opiSe poljubno izbrana tocka na kroznici s polmerom b, ée se
ta krog brez drsenja kotali po zunanji strani kroznice s polmerom a.

Enaé¢ba epicikloide

x = b(mcost — cosmt)

(
y = b(msint — sinmt)
atb

b

m =
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Za a = b, torej m = 2, dobimo enaébo srénice (kardioide).

Y
== Enacba srénice
z = a(2cost — cos 2t)
\. o y = a(2sint — sin2t)
TN
Hipocikloida

je krivulja, ki jo opise poljubno izbrana tocka na kroznici s polmerom b, ce se
ta brez drsenja kotali po notranji strani vecje kroznice, ki ima polmer a.

Enacba hipocikloide

z = b(mcost 4+ cosmt)
y = b(msint — sinmt)

a=b

m = b

Za b= 1la, torej m=3, dobimo enacbo asteroide.

Y

Enacba asteroide

acos>

y=asin’t
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Arhimedova spirala

ima v polarnih koordinatah ena¢bo r = ayp

F : ] .
m/ p- os Pri a < 0 je definirana za
—0<p<s0
\J Pri a > 0 je definirana za
G D m Al

p. 0s

Logaritmiéna spirala

k>

\J&;\
p.0s ima enacho
o kip
\ = ae™. w0
\\\\‘
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Hiperboliéna spirala
@

ima enacbo r =

Pri a < 0 je definirana za

vl o
P p. 0s —co<p<0

Pri a > 0 je definirana za

0<p<oo

p. 05

sl

Lemniskata

ima enacho

o e T
r* = a°cos2yp
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[

b
Z uporabo definicije izracunaj doloceni integral [ % b > a > 0!

a

Resitev:
! zvezna, zato integrabilna in vred-

Na intervalu [a, b] je funkcija f(z) =1
nost dolocenega integrala ni odvisna od nacina delitve intervala in izbire
tocke & na k-tem podintervalu.

Interval [a, b] razdelimo na n podintervalov $irine Az; = ag* — ag*!

= /\n in vzemimo {; =aq*!, k=1,...,n

3

Potem je

W e A% = WU (ag* — agk ) = WT__ — 1) =mnlg—1) in
k=1

k1
k=1 k=1 .

B = Awa
[ 2 — Jim n( n\m —1) = lim z(y§ ml 1) = lim 25— =

i T—00 » I—00

a
byl b 1
. () Fmi(-)
lim C|_.~H,.|Mn|ﬂ_:m

T—00 =

Z uporabo limitnega procesa izratunaj ploiéino lika med abscisno osjo,

krivuljo y = z* in ordinatama v krajiséih intervala [0, 2]!
Resitev:

Y
! Interval [0, 2] razdelimo na n enakih
podintervalov Sirine Az, = h = w
Ker je funkcija strogo naraséajoca,

Je spodnja integralska vsota

|
mn

|
|
s = 5 mplAz, =

|
7 ey

/

___ =1

____ T : = .

.____ JZM_ ﬁ.:L.:._ = _...u.. V[Jﬁ,% | ﬁu.. i
.\ &l k=1

i r L
ol 2 (noU? gt egndn?
nt " 4 =3
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in zgornja integralska vsota

= 3> MiAz, = M:; =M Y B = LrEHr o st 4

n .ud.ﬁ
k=1 k=1

Iz neenacbe s < p < S, ¢e limitiramo n — oo, dobimo

lims<p<limS oziroma p=lms=limS=4

n—oo TL = OO n—oo TL—+ O

3. Dokazi, da je nezvezna funkcija f(z) = sign(sin Z) integrabilna na inter-
valu [0, 1] in izratunaj integral!

Resitev:

Graf funkcije f(z) = sign(sin Z) je prikazan na sliki. Funkcija ja nezvez-
1 1

- - 1
na v stevno mnogo tockah x=1,3,3,...,7,...

Naj bo £ > 0.

y Ogradimo tocko

s z=1 zintervalom (1-%5,1+4%)

o e ; L€ 4 uig

j 214 intervalom AW $ n.._+ £)

oL ¥ i, A £ £
— “ z =3 zintervalom (35— 37,5+ 37)

=k " =1 gzintervalom (}—z5t, 1+

n : n n4l g m=+_

Vsota Sirin teh intervalov je enaka
o0

torej poljubno majhna, ée je & .._c,_C:, majhen.

ram
™

S tem je integrabilnost dane funkeije na intervalu [0, 1] dokazana.

110 ‘ :f.._

Int

Najprej izrac

7, ozirom na sliko dobimo

)
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8
4. lzracunaj integral [ = .:hfu\MI .mwwv
1

5. lzracunaj integral [ = [ A=

1 el 1
1 n 13 =T
| f@)dz=Y [ f(z)dz+ MU [ f(2)dz =
u:_.: #H_Wﬂﬁﬂ_‘ mHl
n i
r.‘_l 1 1 1 1 1
AM|ME+AM|WV+:+AM|~:+_V|Aw|WV| W|Ww|:.1-ﬁw=_l—|w_;”
1
_|T|m+W|m+.|w~|= w:_.T_Wl——lu,M.l. W|—M+I %]
R AT R

V enachbi

1
J J(a)de=1-201 =3 +5-%+..—3]-mg

limitiramo z n proti oo in dobimo

;..bHKH. =1-2In2
0

Resitev:
Na intervalu [1,8] je funkcija f(z) = 4z — @wﬁm zvezna in zato integra-
bilna.

Najprej resimo nedoloéeni integral
(47 — &)dz = 3(Vz* — V/z?) + C

Nato od (.:xr.c._,_z nedolo¢enega integrala na zgornji meji odstejemo vred-

nost nedolo¢enega integrala na spodnji meji.

Dobimo
3Vt — V2?)+C| =3(VB1— 8%+ C—3(V1* - V12)-C = 36

Konstanta (' pri odstevanju odpade.

Resitev:
Nedoloceni integral re§imo s substitucijo 4 —z* =2* zdr = —zd:z
Dobimo =—Vi—z24C
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LIMITA FUNKCIS!

®_DEFINICA LIMITE

a) Provimo, da j¢ Siwilo L imito. funkedje 69 viockia, Ce za vsalk
€>0 obstaja tak J°>0,da 20 vsok X € D (€), ki pripado (O"J}QTJ)\?GB
vetios F)€E (L-&,LTE).

b) ReainO Stewilo L je limita. 2oporedja an, & 0. vsako Shogo pohvod
wilo € obstoja Toko noravno Skwilo foyda je 2a viakeo waravne
Stewilo n >, veljo, da je oddalen od L 2o manj kot €.

c,,)

e S Pribu '-Q\Zujen@ x=A, se prioy é‘ujemo
y= 26(x).V x=1 funkeija n definirauna.
Pravimo, da ) imitirae proti 2, ko gre x
PN 1 in piSemo imf) =2 .

Nadl

20 vsak >0, $0 V& &lent
2apokedijo. 0d ho WOPK) vepOVaNI
U Pasw L= in e




@ LMITE N NEENAKOSTI

a) f(x) «q(x) 2a vsak x biRUO
Ce 3@ £ £9(x) wo. el picbodent okolici focke a, li:c#em e fin ?lmJF(X) < (x)
dokaz s prohg&ovdem Naj bo L—hmJE(x) in K= hmgcx) Cﬁjt %) Poﬁem
VZamemo {i-———— Intervalo (L—F_ L+E-L) in (\L € K+E) imata prozen pesek.

Yo definiciji dimitc obstajp ok dy, da 2a vsok X € (a-d youtd, )\ 37 vetia
fx)e (L-&,LtE) Todobuo po dwe defimcij limite K obstaja tak. ij
20 ok xe(a—d‘ , atd; )\ a \relja 9(x) & (K& ,K+E).

\lZzame mo JE (C)Jq 1CJJ2.). 20 Vsok
x€ (a-d yatd’)\ja] \;Q\j'a_,—?(x)>g(x)
TOreJ = ‘E(x)>g(x) na neki pickoctent
okolia fo&ke o,. To 5c Pm‘n VJ& S
phvzetkom, 2ato se K<L.




@ NESKONCIE UMITE IN LIMITE v NEA4ONENOST
a) Pavimo, da. im$(x)=C0, T 50 vsok M obgtajay Tok 0 >0 da 20 SOk %

2 D wha R (a0, a+d)\ {a}, pokem e £6<) veesi o M.

b) fremico. x = e verfikalua. asimprof. podane Hunkcije £(x). To fe
Cﬁeome*ﬁjski smisel Amitc.

¢) Pravimo,da F ET_:]";F(X)-'*L,& 20 WOk €50 obstaih ok M, da 20 vsok

X iZ Dp \ﬂj’& x&MN pom 56_ £(x) € (L‘E,L‘Y&).

d) fremica y=L je horizontoino. ammpiofo. peclane funkaije £(x). Tofe
gcommj%\ SMRA it

(® DETinicija STV €
a) V&Teﬂz 20 poreddje % U \éomﬁrg\m FrIO‘ri 0, 2do 2oi>oa€dj&
(A+3% )% konwergim profi iskan! Umit,. (1+ &)X =C
b) lim (1+x)> =¢
X720

) dim X di A (A% ) = 4m (Lim (1+><Y’%) =n(e)=

x>0 X K20 %20

SR e ] T
)i@o X tgué*’“(ﬁ") gl?noq_m%ﬁ) = 41 il

wbehtudia: t=e*=1; x=In(1+t)

® SUBSTITUCIA V LIMIT)
25800

S '

a) iim = AW 2

) 3. - N X0 € —
Eax i x=3




fh) g e,

Q(Jc)sécv ¥t +b
= lim q)=L = limg (&) -L

X>A, 2 b

Vzemimo  poYulen £20.
B definiciji Aimite. lim g6)=L obsigja fak Y1>0,da 2a ysak
X2

X€ (a=Ynra112) \ 13 velja, 900 € (b€, bre] )

Po limg (t)=a ob%aja ok J},da 20 veakte (b-0; ,bfd“,l)\ﬁb}

+t>h _

o, [gE)€ (A=Y 012

Po glk) #a 20 vk t#b obstajow tak J2 | da . vsak te(b-d; , btz )|
\;ﬁ)lj'ouig(t)%alw . &
HQJ' bo o= mih%tﬁndjz} )CZ t € (b-J) ETJ)\?‘D})FOKM 12 okvive kov
dedi, da glt) € (a-U1,21%)\ fa}, odhedl sledi g (gt)e (L€ ,LTE),
oG e s tl*\)% gq(et)) =L.

)t re wne Wk konstanta e woben funkesi focke a .
£64 = % XiXpo

Ay X=2

j{i_;\fll\fr(xﬂxw‘ker je X-\%|=0 2 usak x>0, j¢ fodimite ewoka, 4

({@:«)_ ce v tﬂf‘j wa prowily &ubsiﬁ'Mc:ﬂ'O t=x-x) & delnl

Aim £%) = imt=0. = To Pt é&mmbe)[(_er j'e —f‘t.m\c_qj& honstantq
+£>0 =0
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