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1 Stevila in zaporedja

1.1 Mnozice

Mnozica A je dolocena, Ce obstaja pravilo, po katerem je mogoce za vsako re¢ odlociti ali
je v A ali ne. Ce a spada v mnozico A, pravimo, da je a element mnozice A in oznacimo
a € A. Ce a ni element mnozice A, oznacimo a ¢ A.

Najveckrat je pravilo, ki konstruira mnozico A, kaksna lastnost L, ki jo imajo natanko
vsi njeni elementi. Slednje zapisemo kot A = {a; L(a)}. Ce je z realno &tevilo, je
{z; x > 0} mnozica pozitivnih stevil. Mozno je, da noben element nima lastnosti L;
tedaj je A prazna mnoZica, kar zapisemo A = (). Tako npr. velja {z; x # x} = (.

Operacije z mnozicami Unija mnoZic A in B je mnozica AU B, definirana z
AUB ={x; z € Aali x € B}.

Presek mnozic A in B je mnozica A N B, definirana z
AUB={x; v € Ain z € B}.

Mnozica A je podmnoZica mnozice B, z oznako A C B, ¢e vsak element mnozice A lezi
tudi v mnozici B. Ce je A C B in B C A, imata mnozici A in B iste elemente in sta
enaki. Oznaka: A = B. Razlika mnozic A in B je mnozica A\ B, definirana z

A\B={z; x€ Ainx ¢ B}.

Vcasih obravnavamo le podmnozice neke fiksne, dovolj velike mnozice U, ki jo v tem
primeru imenujemo wuniverzalna mnozica. Komplement mnozice A (glede na univerzalno
mnozico U) je mnozica A¢, definirana z A = U \ A.

Zgled 1 Izracunaj AUB, ANBin A\B za A={2n—-1; n=1,2,...,7} in B =
{3n—-2;, n=1,2,...,7}.

Resitev. Ker je A ={1,3,5,7,9,11,13} in B = {1,4,7,10,13,16, 19}, je

AUB = {1,3,4,5,7,9,10,11,13,16,19},
ANB = {1,7,13} in

A\B = {3,5,9,11}. .

Preslikave med mnozicami Naj bosta A in B neprazni mnozici. Preslikava f: A — B
je pravilo f, ki vsakemu elementu mnozice A priredi natanéno dolo¢en element mnozice B.
Mnozico A imenujemo definicijsko obmocje ali domena, mnozico f(A) = {f(a); a € A}
pa zaloga vrednosti preslikave f. Definicijsko obmocje funkcije f oznacimo tudi z Dy,
zalogo vrednosti pa z Z;.

Zgled 2 Ali sta funkciji f(x) =2 in g(z) =1 enaki?

xT
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Resitev. Vprasanje je nekoliko nejasno zastavljeno. Zapisa f(r) = £ in g(z) = 1 v

resnici nista funkciji, ampak le funkcijska predpisa. Kje pa sta funkciji f in g, podani
X

s predpisoma f(r) = 2 in g(x) = 1, sploh definirani? Ce ju opazujemo kot funkciji
iR\ {0} - Rin ¢g:R\ {0} — R, sta enaki. Najpogosteje pa pri funkciji, ki je podana le
s predpisom, vzamemo njeno "naravno” definicijsko obmocje; torej tisto najvec¢jo mnozico
tock v R, za katere je funkcijski predpis sploh smiseln. V tem smislu sta f in g naravno
definirani kot funkciji f:R \ {0} — R in ¢:R — R in nista enaki, saj imata razliéni
definicijski obmog;ji. [ |

Preslikavo f: A — A, definirano z f(a) = a, imenujemo identicna preslikava mnozice
A in oznacimo idy. Preslikava f: A — B je injektivna, Ce za vsaka aq,ay € A velja: Ce
je a1 # as, je f(a1) # f(az). (Ekvivalentno: f je injektivna, Ce za vsaka aj,ay € A
iz f(a1) = f(az) sledi ay = ay.) Preslikava f: A — B je surjektivna, ¢e je Z; = B.
(Ekvivalentno: f je surjektivna, ¢e za vsak b € B obstaja tak a € A, da je f(a) = b.)
Preslikava f je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna.

Naj bosta f: A — B in g: B — C preslikavi. Kompozitum preslikav f in g je preslikava
go f:A— C, definirana z (g o f)(a) = g(f(a)).

Zgled 3 Ali je funkcija f:R — R, podana s predpisom f(x) = x> + 1, bijektivna? Poisci
kaksni podmnozici A C R, B C R, da bo funkcija g: A — B, podana s predpisom g(x) =
f(z) za x € A, bijektivna.

Resitev. Funkcija f seveda ni injektivna, saj je f(z) = f(—z) za vsak € R. Funkcija
prav tako ni surjektivna, saj je f(z) > 1 za vsak z € R. Ce pa npr. postavimo A =
{z; x >0} in B = {z; = > 1}, je funkcija g: A — B, g(x) = 2 + 1, bijektivna.
Res: ¢eje g(x1) = g(x3), je #24+1 = x3+1, od koder sledi 23 = 23 oz. (x1—x3)(z1+x2) = 0.
Ceje r1+ 29 = 0, sta zaradi 1 > 0 in 25 > 0 lahko le z; = 25 = 0. Ce paje x4+ x9 # 0,
mora biti £y — x5 = 0, kar nas ponovno privede do edine moznosti x; = x5. Za dokaz
surjektivnosti pa vzemimo poljuben y > 1. Tedaj za x = /y — 1 velja g(z) = y. [ |
Naj bo f: A — B preslikava. Ce obstaja taka preslikava ¢: B — A, da je go f = ida
in f og =idg, pravimo, da je g inverz preslikave f in oznacimo f~! = g.

Trditev 1 Preslikava f: A — B je bijektivna natanko tedaj, ko ima inverz.

DokAz. Ce je f bijektivna, za vsak y € B obstaja z € A, da je f(z) = y. Torej lahko
s predpisom ¢(y) = = definiramo preslikavo g: B — A. Po konstrukciji je f o g = idy.
Ce bi za nek z € A veljalo g o f(z) = 2’ # z, bi imeli f(z) = f(2) za 2’ # z in f ne
bi bila injektivna. Slednje pa je v nasprotju s predpostavko trditve, kar pomeni, da je
go f =1dx.

Za dokaz v drugo smer pa vzemimo, da obstaja inverz preslikave f; torej taka preslikava
g:B— A, dajego f=idyin fog=idg. Preslikava f je injektivna, saj iz f(z) = f(2')
sledi g(f(z)) = g(f(2')) in z = 2/. Preslikava je tudi surjektivna, saj se v dani y € B
preslika z = g(y). [ |

Zgled 4 Poisci bijektivno preslikavo med mnozicama A = {2n —1; n = 1,2,...,7} in
B={3n—-2; n=1,2,...,7}.

Resitev. Najlaze bo, da element oblike 2n — 1 preslikamo v 3n—2. Ce je torej x = 2n—1,

jen=21in3n—-1= 3""’7“ —2= 39”2_1. Nazadnje se sami prepricamo, da je f: A — B,

2

f(x) = 21 iskana bijekcija. (Bijekcija ni ena sama, ampak jih je 7! = 5040.) |
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1.2

Realna stevila sestavljajo mnozico, ki jo oznacimo z R. Med realnimi stevili je definiranih
ve¢ racunskih operacij. Osnovni dve sta seStevanje in mnozenje. Za poljubni dve stevili
a € R in b € R obstaja natané¢no doloceno realno stevilo a + b, ki ga imenujemo vsota
stevil a in b. Za poljubni dve Stevili a € R in b € R obstaja natan¢no dolo¢eno realno
stevilo a - b (krajse ab), ki ga imenujemo produkt Stevil a in b. Za seStevanje in mnozenje

Realna stevila

veljajo naslednji zakoni

I

II

III

IAY

VI

VII

VIII

IX

X

Mnozici, opremljeni z operacijama seStevanja in mnozenja, ki zadoscata zahtevam [-X,

Komutativnost sestevanja:
a+b=>b+azavsaka a,b € R

Asociativnost sestevanja:
(a+0b)+c=a+ (b+c) zavsake a,b,c € R

Obstoj nevtralnega elementa za sestevanje:
Obstaja 0 € R, daje a+ 0 =a za vsak a € R

Obstoj nasprotnega elementa za sestevanje:

Za vsak a € R obstaja stevilo —a € R, da je a4+ (—a) =0

Komutativnost mnozZenja:
a-b=0>0-azavsaka a,b € R

Asociativnost mnozZenja:
(a-b)-c=a-(b-c)zavsake a,b,c € R

Obstoj enote za mnoZenje:
Obstajal € R,dajel-a=azavsak a € R

Obstoj inverznega elementa za mnoZenje:

Za vsak a € R\ {0} obstajaa ! € R,dajea-a =1

Distributivnostni zakon:
(a+b)-c=a-c+0b-czavsake a,b,c € R

Razlicnost stevil 0 in 1:

Velja 1 # 0

pravimo obseg. Torej je mnozica realnih stevil obseg.

Odstevanje in deljenje Za vsaki dve realni Stevili a in b obstaja natanc¢no doloceno
realno stevilo z (namreé stevilo b + (—a)), da je a + x = b. Stevilo x imenujemo razlika
$tevil a in b in ozna¢imo z b — a. Velja a + (b — a) = b. Podobno za vsaki dve realni
stevili @, a # 0, in b obstaja natanéno doloceno realno stevilo z, da je az = b. Stevilo =
imenujemo kvocient stevil a in b in oznacimo z 3 Velja a - g =b.
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Urejenost mnozice R Realna stevila delimo na pozitivna, negativna in Stevilo 0.

XI Ce je a # 0, je od stevil a in —a natanko eno pozitivno. Stevilo 0 ni ne pozitivno
ne negativno.

XII Ce sta §tevili @ in b pozitivni, sta tudi Stevili @ + b in ab pozitivni.

Mnozico R uredimo po velikosti z dogovorom: ¢e je a — b pozitivno Stevilo, pravimo,
da je Stevilo a vecje od b in piSemo a > b. Podobno, ce je a — b negativno stevilo, pravimo,
da je stevilo a manjse od b in pisemo a < b. Ceje a < b ali a = b, pisemo a < b. Ce je
a > b ali a =0, piSemo a > b.

Lastnosti urejenosti:

o Tranzitivnost:
Cejea>binb>c, jea > c.

Zakon trihotomije:

Za vsaki dve stevili a in b velja natanko ena od treh moznosti a > b ali a < b ali
a=b.

Cejea>b, jea+c>b+czavsak c € R.

Cejea>binc>0,jeac>be. Cejea>binc <0, je ac < be.

Med poljubnima dvema realnima Steviloma lezi vsaj eno realno stevilo. (Torej pra-
vimo, da je mnozica realnih stevil gosta.)

Podmnozice realnih stevil Mnozico naravnih stevil {1,2,3,...} oznac¢imo z N. Na-
ravna stevila so induktivna mnozica: ¢e je S C N taka podmnozica, da je 1 € S in
velja sklep: ce n € S, potem n+ 1 € S, je S = N. Tej lastnosti pravimo tudi nacelo
matematicne indukcije.

Zgled 5 Dokazi, da za vsako naravno stevilo n velja

n(n+1
1+2+...+n:¥. (1)

Resitev. Oznacimo S={neN; 1+2+...+n= W} Mnozica S je torej mnozica
tistih naravnih stevil, za katera drzi enakost (1). O¢itno je 1 € S. Privzemimo sedaj, da
je n € S. (Drugace receno, induktivna hipoteza je, da formula (1) drzi za dano Stevilo n.)
Tedajje 1+2+...+n=""0 Torejje (1+2+...+n)+ (n+1) =" 4 (n41) =

(n+1)(n+2)
2

Torej velja formula 1 +24 ...+ n =

, kar pomeni, da je tudi n + 1 € S. Po nacelu matematicne indukcije je S = N.

1 .
% za vsako naravno Stevilo n. [

Cela stevila so Z = NU {0} U {—n; n € N}, racionalna pa Q = {§; a,b € Z,b # 0}.
Med njimi velja zveza

NCZcQCR,

kjer so vse inkluzije prave.

13. JUNLJ 2004, 23:19 6



Formalna izgradnja stevilskih mnozic poteka v drugi smeri: Najprej vpeljemo mnozico
naravnih Stevil kot induktivno mnozico in definiramo osnovni ra¢unski operaciji seStevanje
in mnozenje. Ker enacba a + x = b v mnozici naravnih stevil ni vedno resljiva, vpeljemo
mnozico celih Stevil kot razsiritev mnozice naravnih stevil. Enacba a + x = b je v celih
stevilih vedno resljiva in tako vpeljemo operacijo odstevanja. Podobno vpeljemo racio-
nalna Stevila kot tako razsiritev mnozice celih Stevil, v kateri je enacba ax = b, a # 0,
vedno resljiva. Realna sStevila na koncu konstruiramo s pomocjo racionalnih stevil tako,
da zadostimo aksiomu XIII (aksiom o polnosti; glej spodaj).

Omejene mnozice realnih stevil Naj bo A neprazna mnozica realnih stevil. Ce
obstaja stevilo M, da je a < M za vsak a € A, pravimo, da je M zgornja meja mnoZice
A. Pravimo, da je mnozica A navzgor omejena, Ce obstaja kaksna zgornja meja mnozice
A. Ce obstaja stevilo m, da je m < a za vsak a € A, pravimo, da je m spodnja meja
mmnozice A. Pravimo, da je mnozica A navzdol omejena, ¢e obstaja kaksna spodnja meja
mnozice A. Mnozica A je omejena, Ce je omejena navzgor in navzdol.

Stevilo M je natanéna zgornja meja mnozice A, ¢e je zgornja meja mnozice A in ¢e za
vsak € > (0 obstaja a € A, da je a > M — e. (Natancna zgornja meja je torej najmanjsa
zgornja meja.) Natanéno zgornjo mejo mnozice A ozna¢imo s sup A in poimenujemo
supremum mnozice A.

Stevilo m je natan¢na spodnja meja mnozice A, Ce je spodnja meja mnozice A in Ce
za vsak € > 0 obstaja a € A, da je a < m + . (Natan¢na spodnja meja je torej najvecja
spodnja meja.) Natanéno spodnjo mejo mnozice A ozna¢imo z inf A in poimenujemo
infimum mnozice A.

XIIT Vsaka neprazna navzdol omejena podmnozica realnih Stevil ima natancéno spodnjo
mejo.

Aksiom XIII je ekvivalenten trditvi, da ima vsaka neprazna navzgor omejena pod-
mnozica realnih stevil natancno zgornjo mejo. Ta aksiom razlo¢i med realnimi in racio-
nalnimi $tevili. Mnozica A = {x; z*> > 2 in z > 0} v mnozici racionalnih $tevil namre¢
nima natancne spodnje meje, v mnozici realnih stevil pa je natancéna spodnja meja (ira-
cionalno) stevilo v/2.

Intervali in okolice Naj bosta a in b, a < b, poljubni realni §tevili. Definirajmo:

[a,b] = {x€R; a<xz<b} zaprtinterval od a do b
(a,b] = {x €R; a<ax<b} polodprt interval od a do b
la,b) = {r€R; a<z<b} polodprt interval od a do b
(a,b) = {z€R; a<x<b} odprtinterval od a do b

Pri a = b je [a,a] = {a}, ostali intervali so prazne mnozice. Definiramo lahko tudi
neskoncne intervale, ki so pri co vedno odprti, saj co sploh ni stevilo:

(—o0,b] = {xeR; z<b}
(—00,b) {z eR; z < b}
la, 00) {reR; a<zx}
(a,00) = {reR; a<uz}
(—o00,00) = {reR; z} =R
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Za vsak a € R in € > 0 imenujemo interval
(a—ecat+e)={reR a—ec<zr<a+e}

e-okolica tocke a.

Stevilska premica Realna &tevila si lahko ponazorimo s tockami na stevilski premici.
Stevilska premica je poljubna premica, na kateri smo si izbrali dve razlicni tocki O in E.
Tocko O imenujemo koordindatno izhodisce in upodablja Stevilo 0. Tocka E upodablja
stevilo 1. Z nanasanjem daljice OF v eno ali v drugo stran od koordinatnega izhodisca
dobimo slike celih §tevil. Z enostavno geometrijsko konstrukcijo (razmerja) lahko upodo-
bimo racionalna stevila. Velja pa Se vec:

Izrek 2 Vsakemu realnemu stevilu pripada natanko ena tocka na stevilski premici. Vsa-
kemu tocka na stevilski premici je slika natanko enega realnega Stevila. [ |

Absolutna vrednost Vsakemu realnemu stevilu z lahko priredimo realno stevilo |z| s
predpisom
|x|:{x, cejex >0in
—x, cejex <0.

Stevilo |z| je vedno nenegativno in ga imenujemo absolutna vrednost stevila x. Velja

-yl = |z|-]y|
% 2]

) )
le+y| < |x|+|y| trikotniska neenakost

Geometrijsko pomeni |z| razdaljo od tocke X, ki upodablja stevilo x, do tocke O na
Stevilski premici. Splosneje: Ce sta x, y realni stevili, je |y — x| razdalja med njunima
slikama na stevilski premici.

1.3 Kompleksna stevila

Motivacija. Poiskati Zelimo tako §tevilo, da je 22 = —1 oz. zeli vpeljati taksna stevila,
da bo kvadratna enacba z realnimi koeficienti vedno resljiva. Kompleksno Stevilo z je
par realnih Stevil: z = (a,b). Mnozico vseh kompleksnih §tevil oznacimo s C. Stevilo
a imenujemo realna komponenta tevila z in oznacimo a = Re(z). Stevilo b imenujemo
imaginarna komponenta Stevila z in ozna¢imo a = Im(z). Za kompleksni stevili z = (a, b)
in w = (¢, d) lahko definiramo njuno vsoto in produkt:

z4+w = (a+c¢,b+d)
z-w = (ac—bd,ad+ bc)

Prepricamo se lahko, da za seStevanje in mnozenje kompleksnih Stevil veljajo obicajni
racunski zakoni: komutativnost, asociativnost, distributivnost.

Stevilo (0,0) je nevtralni element za sestevanje, stevilo (1,0) pa nevtralni element za
mnozenje. Ce je z = (a,b) # (0,0), se lahko prepricamo, da za stevilo

1 a —b
o \aZ b2 a2 4+ b2
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velja 271 - 2z = (1,0). Tako definirano tevilo 2~ imenujemo inverz kompleksnega $tevila
z.

Ker za kompleksni stevili z = (a,0) in w = (¢,0) velja

z+w = (a+¢,0)
z-w = (ac,0),

lahko kompleksno stevilo (a,0) identificiramo z realnim stevilom a. V smislu te identifi-
kacije tudi velja, da je R C C.

Ocitno je (0,b) - (0,b) = (—b*0). Torej je za b # 0 kvadrat kompleksnega stevila
(0,b) negativno realno stevilo. Stevilo (0,b) imenujemo cisto zmagmamo Stevilo. Med
cisto imaginarnimi stevili je stevilo i = (0, 1) odlikovano in zanj velja i* = (0,1) - (0,1) =
(—1,0) = —1. Stevilo i imenujemo imaginarna enota. Ker je z = (a,b) = (a,0) + (0,b) =
(a, ) (1,0) + (b,0) - (0, 1), lahko zapisemo z = a + bi.

0.0 - bzﬁ (a,b) = a + bi

)
N

o 1 (a,0)=a R

Ce kompleksna stevila pisemo v tej obliki, jih sestevamo in mnozimo kot binome. Pri
mnozenju upostevamo, da je i = —1.

Konjugirana vrednost kompleksnega stevila z = a + bi je Stevilo a — bi, ki ga oznacimo
z Z. Ocitno je kompleksno stevilo z realno natanko tedaj, ko je enako svoji konjugirani
vrednosti.

Kvocient kompleksnih stevil z = a + bi in w = ¢+ di, ¢+ di # 0, izra¢unamo tako, da

5 z  a+b - - .
Stevec ulomka — = i pomnozimo s konjugiramo vrednostjo imenovalca:
w  c+di

z  a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad

w  c+di  (c+di)c—di) 2+ d> +202+d2‘

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila z = a + bi je (nenegativno) realno stevilo

2| = V2 2= Va4 12

Ce je z realno tevilo, se definicija ujema z obi¢ajno definicijo absolutne vrednosti. Po-
dobno kot za realna stevila velja

[z w| = 2] - [w]
2] = Pl
|w
lz+w| < |z|+|w| trikotniska neenakost
2l =zl

Dokazimo npr. prvo formulo. Za z = a+bi in w = ¢+ di je zw = (ac — bd) + (ad + be)i in

|zw| = (ac — bd)* + (ad + be)? = a*c® + a*d* + b*c* + b*d? = (a® + b*)(* + d°) = || |w].
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Zgled 6 Naj bo z =3+ 4i, w =1 — 2i. Izracunaj z, |z, %, ZHw, 2 —w, 2w in =,

Resitev.
Z o= 34
2] = Vzi=/(3+4)(3—4)=V32+42=V25=5
13-4 3 4
. 32+42 25 %

z+w = B+4i)+(1-2))=B+1)+(4—-2)i=4+2i
z—w = B34+4)—(1-2)=B-1)+4—-(-2)i=2+6:
rw o= 3+4i)-(1-20)=3-1+4-(=2)*+3-(-2)+4-1)i=11—2i
344i  (344d)(14+2i) -5+ 10
J(1+2

_ _ — 142
1-2i (1-20)(1+2) 114 e

SHRS

Geometrijska interpretacija kompleksnega stevila Kompleksnemu stevilu z = a+
ib priredimo tocko Z = (a,b) v ravnini R%. Realna komponenta $tevila z ustreza abscisi
tocke Z, imaginarna komponenta pa ordinati tocke Z. SeStevanje stevil z = a + b in
w = c+1id razumemo kot sestevanje vektorjev, saj velja a+ib+c+id = (a+c)+i(b+d).

zZ+w

Absolutna vrednost |z| = va? 4 b? meri razdaljo od tocke Z do koordinatnega izhodisca.
Kot, ki ga s pozitivno smerjo abscisne osi oklepa vektor od izhodis¢a do tocke Z, imenujmo
argument kompleksnega Stevila z in ga oznac¢imo z arg z.

bl z=a+bi

R

S slike razberemo, da je z = a + bi = r(cosy + ising), kjer je |z| = r in argz = .
Zapis z = r(cosp + isin ) imenujemo polarni zapis kompleksnega Stevila. Ce je z; =
r1(cos 1 +isin ) in 2o = ro(cos ps + siny), je

2129 = rira(cos(pr + o) + isin(pr + ¢2)). (2)
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Ce je ro = 1, razumemo mnozenje s Stevilom 2z, = cos s + 7 sin o kot vrtez okoli ko-

ordinatnega izhodis¢a za kot ¢;. Ce v formuli (2) postavimo z = 2z = 2z, dobimo

2% = cos 2p + isin 2p. Z indukcijo preverimo, da velja

2" = cosng + isinne. (3)
Formuli (3) pravimo Moivrova formula.

Zgled 7 Izracunaj (—1 +iv/3)"2.

Resitev. Za z = —1 +i1/3 izracunamo r = |z| = \/(—1)2 +(V3)2 =2intgp = —V/3,

od koder sledi ¢ = —% 4+ 7 = 27, saj lezi tocka (—1, V/3) v drugem kvadrantu. Sedaj pa
po Moivrovi formuli izracunamo

2'% = r'%(cos 12¢ + isin 12¢p) = 2"(cos 87 + isin 87) = 22

Koreni enote Dano je kompleksno stevilo w. [Stemo vse resitve enacbe
2" = w. (4)

Pisimo z = r(cos ¢ + isinp) in w = R(cos ® + isin ®). Po Moivrovi formuli velja

n

2" =1r"(cosnp +isinny) = R(cos ® + isin ),
od koder sledi

r" = R

cosny +isinng = cos® 4 isin .

Ker je r > 0 in R > 0, iz prve enacbe sledi r = {/R. Iz druge enacbe pa sledi, da je
cosnp = cos P in sin np = sin ®. Torej se kota ny in ¢ razlikujeta za veckratnik polnega
kota. Sledi np = ® + 2km in ¢ = 2(P + 2km). Vse resitve enache 2" = w so

n D + 2k . D42k
zk:vR<cosg+zsmu) zak=0,1,2...n—1. (5)
n n

Pri w =1 imamo R =1 in ® = 0. Enacbo (4) tedaj zapisemo v obliki 2" = 1. Ta enacba
Ima resitve ok ok
Ck:cos—ﬁ—i-isin—7r zak=0,1,2,...n—1, (6)
n n

ki jih imenujemo koreni enote. Korene enote si lahko v ravnini C predstavljamo kot
oglisca pravilnega n-kotnika, katerega sredisce lezi v koordinatnem izhodis¢u, eno oglisce
pa v tocki 1. (Polmer kroznice, o¢rtane temu n-kotniku, je 1.)

Zgled 8 Zapisi vse resitve enacbe 2° = 32.

Resitev. Gre za enacho oblike 2" = w, kjer je n = 5 in w pozitivno realno stevilo. Torej
so vse resitve oblike z, = v/32(, = 2(s, kjer so (, = cosZkT7r + z'sin%T7r za k=0,1,2,3,4
obicajni peti koreni enote. [ |
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Zgled 9 Zapisi vse resitve enacbe z* = —1.

Resitev. Gre za enacbo oblike 2" = w, kjer je n = 4 in w = —1. Torej moramo najprej
pretvoriti w v polarni zapis: w = —1 = cosm + isinm, od koder sledi R = 1 in & = 7.
Vse resitve gornje enache so

2k 2k
zk:%(cos¥+isin¥) zak=0,1,2,3,

kar lahko poenostavimo v

T .. T
20 = COS—418in—=—-41

V2 V2
4 4 2

3= .. 37 V2 V2
Z1 = cosz%—zsmzz—TjLz?
St . . bm V2 V2
Zo = COSZ+ZSIDZ:—7—Z7
T T V2 V2
23 = cosz—l—zsmzz—z —2—2

1.4 Zaporedja

Zaporedje realnih stevil je preslikava a: N — R. Obi¢ajno namesto a(n) pisemo a,,. Stevilo
a, imenujemo n-ti clen zaporedja, stevilo n pa indeks clena a,. Zaporedje s splosnim
¢lenom a,, oznacimo z (a,). Zaporedje je narascajoce, ¢e je a,y1 > a, za vsak indeks n.
Zaporedje je padajoce, ¢e je a,+1 < a, za vsak indeks n. Zaporedje je navzgor omejeno,
¢e obstaja M € R, da je a, < M za vsak n. Zaporedje je monotono, ¢e je narascajoce
ali padajoce. Zaporedje je navzdol omejeno, ¢e obstaja m € R, da je a, > m za vsak n.
Zaporedje je omejeno, ¢e je navzgor in navzdol omejeno.

Iz definicije vidimo, da je narascajoce zaporedje navzdol omejeno, padajoce pa navzgor
omejeno.

Zgled 10 Zaporedje s splosnim ¢lenom a, = 2n — 1 ima clene a1 = 1, ay = 3, ag = 5,
Ker je apy1 — a, = 2 > 0, je zaporedje narascajoce. Torej je navzdol omejeno.

Zaporedje ocitno ni navzgor omejeno.

Zgled 11 Zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = % mma clene ay = 1, ay = %, az = %,

Ker je apy1 —ay, = —ﬁ < 0, je zaporedje padajoce. Torej je navzgor omejeno. Ker je

an, > 0 za vsak n € N, je zaporedje tudi navzdol omejeno. Torej je zaporedje omejeno.

Oglejmo si mnozico A = {a,; n € N} vseh ¢lenov zaporedja (a,). Spomnimo se, da
je stevilo M natancna zgornja meja mnozice A, Ce je M zgornja meja mnozice A in ce za
vsak £ > 0 obstaja a € A, da je a > M —e. Torej lahko recemo, da je Stevilo M natancéna
zgornja meja zaporedja (a,), z oznako M = sup,,cy @y, ¢e je a, < M za vsak n in ce za
vsak € > 0 obstaja indeks k, da je ap, > M —e. Povsem analogno definiramo, da je Stevilo
M natancna spodnja meja zaporedja (ay,), z oznako M = inf,cy a,, e je a, > M za vsak
n in ¢e za vsak € > 0 obstaja indeks k, da je ap < M + ¢. Po aksiomu XIII vidimo, da
ima vsako omejeno zaporedje natancno zgornjo in spodnjo mejo.
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Zgled 12 Za zaporedje s splosnim clenom a, = % je infa, =0 in supa, = a; = 1.

Resitev. Ker je zaporedje padajoce, je supa, = a; = 1. Ker so vsi ¢leni zaporedja
pozitivni, je 0 spodnja meja. Dokazimo, da je infa, = 0. Naj bo ¢ > 0. Tedaj za
k=[] 41 (s [] smo oznacili funkcijo celi del) velja aj, = ¢ < 0+ ¢, kar pomeni, da je 0
res natancéna spodnja meja. |

Stekalis¢e zaporedja Stevilo a je stekaliiée zaporedja (an), ¢e za vsak £ > 0 in obstaja
neskon¢no indeksov m, da je |a — a,,| < e. Drugace povedano, stevilo a je stekalisce
zaporedja (a,), ¢e je v vsaki njegovi okolici neskonéno ¢lenov tega zaporedja.

Zgled 13 Zaporedje s splosnim ¢lenom a, = % ima (edino) stekalisce v tocki 0. Zaporedje
s splosnim clenom a, = (—1)" ima stekaliséi v tockah 1 in —1. Zaporedje s splosnim
clenom a,, = n nima stekalisé.

Kot kazejo zgornji primeri, ima lahko zaporedje nic¢, eno ali ve¢ stekalis¢. Tudi ce je
zaporedje omejeno, ima lahko vec stekalis¢. Z nekoliko truda lahko konstruiramo tudi
zaporedje, ki ima neskon¢no stekalisc.

Da bi zaporedje realnih stevil ne imelo nobenega stekalisca, mora biti neomejeno, saj
velja:

Izrek 3 Vsako omejeno zaporedje ima stekalisce.

Dokaz. Ker je zaporedje (a,) omejeno, obstajata stevili A; in By, daje A; < a, < B; za
vsak n. Razpolovimo interval. Ker je zaporedje neskon¢no, na vsaj enem od podintervalov
[Ay, 2581] in (4581 B)] lezi neskonéno ¢lenov zaporedja. Oznacimo ta podinterval z
[Ay, Bs]. Ko interval [Ay, Bs] razpolovimo, na vsaj enem izmed dobljenih podintervalov
(ozna¢imo ga z [As, Bs]) lezi neskonéno ¢lenov zaporedja. Postopek ponavljamo.

Dobimo neskon¢éno zaporedje intervalov, pri katerem vsak nadaljnji interval lezi v
prejsnjem in je od njega pol krajsi. Leva krajisca torej sestavljajo narascajoce in navzgor (z
Bj) omejeno zaporedje, desna pa padajoce in navzdol (z A;) omejeno zaporedje. Ozna¢imo
A=supA, in B =inf B,. Potem je

A1§A2§§A:B§BQ§31

(Enakost A = B velja zato, ker gredo dolzine intervalov proti 0.)

Dokazimo, da je tocka s = A = B iskano stekalis¢e. Naj bo € > 0. Ker je s = sup A,
obstaja ni, daje A,, > s—e¢. Ker je s = inf B,,, obstaja nq, da je A,, < s+¢. Oznacimo
m = max{ni, ne}. Torej lezi interval [A,,, By,] v celoti v e-okolici tocke s. Po konstrukeiji
pa v intervalu [A,,, By,| lezi neskonéno ¢clenov zaporedja. |

Opomba. Videli smo Ze, da ima vsako omejeno zaporedje ima natancno zgornjo in spo-
dnjo mejo. Ce je zaporednje monotono, je ena od teh dveh mej tudi stekalis¢e. Zaporedje
ap=-1,a,=1,a,= % za n > 2 pa ima stekalisce 0, vendar je supa,, = 1 in inf a,, = —1.
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Limita zaporedja Stevilo a je limita zaporedja a,, z oznako a = lim a,, ¢e za vsak

n—oo

e > 0 obstaja N € N, da je |a, — a] < € za vsak n > N. Drugace povedano, a je
limita zaporedja a,, ¢e v vsaki njegovi okolici lezijo vsi ¢leni od nekega clena dalje. Torej
je vsaka limita tudi stekalis¢e, obrat pa ne drzi, saj ima lahko zaporedje ve¢ stekalisc.
Zaporedje je konvergentno, ¢e obstaja limita tega zaporedja. Zaporedje je divergentno, ¢e
ni konvergentno.

Zgled 14 Dokazi, da za zaporedje a, = % velja lim a, = 0. Od katerega ¢lena dalje
1

lezijo wsi ¢leni v e-okolici limitne tocke za € = 1557

Resitev. Za dani € > 0 oznéimo N = [é] + 1. Torej je % < e€in je zato a, < ay = % <e

za vsak n > N. Posebej, pri ¢ = ﬁ lezijo v e-okolici limitne tocke vsi ¢leni od vkljuéno

¢lena ajg; dalje. [ |
. .. . . . . . o+l

Zgled 15 Izracunaj limito zaporedja s splosnim clenom a, = 7=3.

Resitev. Ker je Z—E’ =1- %H, domnevamo, da bo lim Z—i; = 1. Naj boe > 0. Da bi

n—oo

vsi ¢cleni od N-tega dalje lezali v e-okolici tocke 1, mora veljati |a, — 1| < € zan > N.
Torej mora biti |ni+3] <eoz.n> % — 1. Ce torej izberemo poljubno tako naravno stevilo
N, daje N > 2—1, bo za vsak n > N veljalo |a, — 1| < e. [ |

V skladu z definicijo je limita zaporedja tudi njegovo stekalisce, obrat pa ne drzi.
Zaporedje ima lahko vec¢ stekalis¢ in zato ni konvergentno.

Izrek 4 Ce ima zaporedje vsaj dve stekaliici, ni konvergentno.

DokAz. Recimo, da je zaporedje konvergentno in oznac¢imo njegovo limito z s;. V skladu
z definicijo je limita zaporedja tudi njegovo stekalis¢e. Recimo, da ima zaporedje Se eno
stekalisce, ki ga oznac¢imo z sy. Oznacimo € = %|32 — s1|. Potem znotraj e-okolic za s;
in sy lezi neskoncno clenov tega zaporedja, kar pomeni, da nobena izmed tock s; in s, ni
limita tega zaporedja. [ |

Zgled 16 Zaporedje s splosnim clenom a, = (—1)" ni konvergentno, ker ima dve ste-

kalisci. Zaporedje s splosnim clenom a, = n ni konvergentno, ker nima stekalisé. (To
zaporedje je namreé monotono in neomejeno.) |

Cauchyjevo zaporedje Zaporedje je Cauchyjevo, ¢e za vsak € > 0 obstaja N € N, da
je |an, — am| < € za vsaka m,n > N.

Izrek 5 Zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je Cauchyjevo.

DokAz. Privzemimo najprej, da je zaporedje a, konvergentno. Oznac¢imo z a njegovo
limito. Naj bo ¢ > 0. Ker je zaporedje konvergentno, obstaja N € N, da je |a — a,| < §
za vse n > N. Ce sta torej m,n > N, je

e €
|am—an|§|am—a|+|a—an|§§+§=5.

Za dokaz v drugo smer pa privzemimo, da je zaporedje Cauchyevo. Potem obstaja Ny,
da je |a, — an] < 1 za vse m,n > Ny. Posebej to pomeni, da je |a,, — an,| < 1 za
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vse n > Ny in je zaporedje omejeno. Torej ima vsaj eno stekalisce, ki ga oznacimo z a.
Dokazimo, da je a limita zaporedja (a,). Izberimo in fiksirajmo € > 0. Obstaja nek NV,
da je |am, — an| < § za vse m,n > N. Vzemimo sedaj poljuben n > N. Potem lezi a,, na
intervalu (ay — 5, an + 5) in zato lezi tudi stekalisce a na intervalu [ay — §, ay + 5]. Sledi

3

2:8

€
|an —al < lan —an| +lay —af < 5 +
Torej je a limita zaporedja (ay,). [ |
Izrek 6 Vsako monotono in omejeno zaporedje je konvergentno.

Dokaz. Naj bo (a,) npr. naraséajoce zaporedje. Ker je zaporedje omejeno, obstaja
njegova natancna zgornja meja, ki jo oznac¢imo z a. Potem za vsak € > 0 obstaja NV, da
jea—e < ay < a. Ker je zaporedje monotono in navzgor omejeno z a, je a —e < a, < a
za vsak n > N. Torej lezijo v e-okolici Stevila a vsi ¢leni od N-tega dalje in je zato
a= nlljglO Ay, [ |
Izrek 7 Ce sta zaporedji (ay) in (b,) konvergentni, so tudi zaporedja (an +by), (G — by)
in (anb,) konvergentna ter velja

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
lim (@, —b,) = lim a, — lim b,,
lim (a,b,) = lim a,- lim b,.

Ce velja 3e b, # 0 za vsak n in lim b, # 0, je konvergentno tudi zaporedje (‘g—:) n velja

n—oo
lim a,
. an n—oo
lim — = — )
n—oo b, lim b,
n—oo

DokAz. Naj bo a = lim a, in b= lim b,. Ce je |a, —a| < § in |b, — b| < £, je

n—o00
9
2

|(an + by) — (a+0)| <la, —a|l+ |b, —b] < 2= =¢.

Torej je lim (a, +b,) = lim a, + lim b,. Podobno dokazemo, da je tudi lim (a,, —b,) =

n—oo n—oo

lim a, — lim b,.

n—oo n—oo

Za dokaz konvergentnosti zaporedja a,b, ocenimo
|anbn — ab| < [(an — a)(by = b)| + [(an — a)b| + |(by — b)a| < &* + (Ja| + [b])e.

Torej lahko izberemo tak € > 0, da je vrednost izraza |a,b, — ab| poljubno majhna in je

zato res lim (a,b,) = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo
Za dokaz ¢etrte formule pa najprej dokazimo, da je lim bi = % Ocenimo
n—oo "
I 1, [b—by £ 2e

T < <
b bbb I —2) [P
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1
bn

\b\ an __ _

bn u

Salls]

lim a,, - %

n—oo

za ¢ < 5. Po Ze dokazanem pa je lim =a-
n—oo

Opomba. Predpostavka o konvergentnosti zaporedij a,, in b, je bistvena. Ce npr. posta-
vimo a,, = (=1)" in b, = (—=1)"", je seveda a, + b, = 0 za vsak n in lim (a, + b,) = 0,
zaporedji a, in b, pa seveda nista konvergentni.

Posledica 8 Ce je zaporedje (ay,) konvergentni, je tudi zaporedje ca, konvergentna in
velja

lim (ca,) = c- lim a,.
n—oo n—oo
DokAz. Postavimo b,, = ¢ za vsak n in uporabimo gornji izrek. [ |
(n—1)?

Zgled 17 Izracunaj lim ————.
n—oo 3n? +n+ 1

o . (n71)2 _ n2-92n+1 . . . . e e
Resitev. Ker je 5575 = 55575, delimo Stevec 1112 1rr11enovalec tega ulomka z najvisjo
} C 2 : (n—1)% _ p2-2p41 _ 1—
potenco; torej z n”. Dobimo g 5>—"7 = =1 = 31 + . Ker je
1
lim — =0,
n—oo N,

je
2 2 1
lim <1——+—>— Iim1—lim —+ lim —=1—-0-0=1,

n—oo n—oo M, n—oo n2

saj vse limite na desni obstajajo. Podobno je tudi

1 1 1 1
lim <3—|——+—2> = lim 34+ lim — + lim —2*3—1—0—!—0:3.
n—oo n n n—oo n—oo 1 n—oo 1,

Sledi
(n—1)2 1—244 lm(-045)
lim ————— = lim L — % - =_.
n—oo3n?4n4+1 noce34+1+ L lim(B+Li+L%) 3
1+2+...
Zgled 18 Izracunaj lim il +2 —i—n'
n—0o0 n

Resitev. Ceprav lahko zapisemo 5=t — L 4 2 4 1 iy je lim & = 0 za vsak

k =1,2,...,n, ne smemo sklepatl da je lim 1”*7*” =0+0+...+0=0. Izrek
lim (a, + b ) = hm an, + hm b,, lahko sicer razsirimo na poljubno, vendar fiksno stevilo

¢lenov, v izrazu pa Stevilo ¢lenov ni fiksno, ampak se spreminja hkrati z n. Za
reSitev moramo torej ubrati drugaéno pot.
Kot smo ze videli, je 1 +2+ ... +n =

1+2+ 4n
n2

M zato lahko zapisemo

1+24+...+n _ n(n+1) n+1 1+

n? om2  2n 2

Torej je
142440 JmO+D)
nl—>oo n? - nh_)IIC}OZ 2
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Potence in koreni Naj bo a € R in n € N. Produkt n enakih faktorjev a imenujemo
n-ta potenca Stevila a in oznac¢imo z a. Stevilo a je osnova, Stevilo n pa eksponent. 7
indukcijo preverimo, da velja

am+n — am . an

(@™)" =

3
3
3

(ab)™ = a™b"
(8 "
b S
am m—n
@
a

(V zadnjih dveh formulah smo privzeli, da je a # 0 # b, v zadnji pa Se dodatno, da je
m > n.) Ce dodatno postavimo

a™=— in a =1,
am

veljajo gornje formule za vse celostevilske eksponente m in n.

Izrek 9 Naj bo a € R. Tedaj za |a| < 1 zaporedje s splosnim célenom a, = a™ konvergira
k0, za a =1 zaporedje (a,) konvergira k 1, v vseh ostalih primerih pa je zaporedje (ay)
divergentno.

Dokaz. Ce je a =0, je oc¢itno lim a™ = 0. Naj bo a > 0. Ce je a < 1, je zaporedje a™

n—oo

padajoce in navzdol omejeno. Torej je konvergentno in oznacimo njegovo limito z a. Ker
se zaporednje a"! razlikuje od zaporedja a” le v prvem é¢lenu, je tudi ima enako limito
kot a™. Sledi

a=lim "™ = lim ¢-a" = lim a- lim a" = aa,

n—oo n—oo n—oo n—o0

od koder zaradi a # 0 sledi &« = 0. Ce je a = 1, je o¢itno lim a” = 1. Ce je a > 1 in je
n—od

zaporedje a” omejeno, je konvergentno. Oznac¢imo njegovo limito z 3. Torej je B > a > 1.

Sedaj podobno kot v primeru 0 < a < 1 dokazemo, da je § = af3. Ker pa je f > 1 in

a > 1, ta enacba ni smiselna. Ce je —1 < a < 0, velja lim |a|” = 0, od koder izpeljemo, da
je tudi lim a" = 0. Za a < —1 pa ima zaporedje neskon¢no ¢lenov na intervalu (—oo, —1]

n—oo

in neskoncno ¢lenov na intervalu [1, 00), zato ni konvergentno.

Koreni Naj bo a pozitivno realno stevilo in n naravno stevilo. Koren /a je tisto stevilo,
katerega n-ta potenca je enaka a. Dokazati je mozno, da velja naslednji izrek:

Izrek 10 Za vsako pozitivno realno stevilo x in naravno stevilo n obstaja natanko eno
pozitivno Stevilo y, da je y™ = x. [ |

Ker je korenjenje obratna operacija od potenciranja, velja

a/b

n

a

S
|

3

3
NS
I
-
5
3

a
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Ce je naravno Stevilo p deljivo z naravnim Stevilom ¢, velja
b
vaP = as.
P

To ugotovitev vzamemo za definicijo potence z racionalnim eksponentnom. Ce je r = g
racionalno $tevilo, definiramo a” = /aP. Prepricamo se lahko, da je definicija dobra, tj.
éeje%z%,jetudiW: Var'.
Izrek 11 (Bernoullijeva neenakost) Za vsako pozitivno Stevilo x in naravno $tevilo
n > 1 velja

(14+2)" > 1+ nz.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo. Za n = 2 ni kaj dokazovati. V dokazu
indukcijskega koraka pa privzemimo, da je (1 + x)" > 1 4+ nz. Tedaj velja

1+z)"=04+2)"(1+2)> 1 +n2)(1+z)=1+mn+ 1Dz +nz?>14+ (n+ 1),

saj je nz? > 0. u
S pomocjo Bernoullijeve neenakosti lahko dokazemo naslednjo trditev.

Izrek 12 Naj bo a pozitivno realno Stevilo. Potem je lim Va = 1.

n—oo

DokKAZ. Za a = 1 ni kaj dokazovati. Ce je a > 1, lahko pri fiksnem n > 1 zapiSemo
a =1+ nz, kjer je v = aT’l > (. Tedaj po Bernoullijevi neenakosti velja

a—1\" a—1
1+ — >14n =a,
n

n

od koder sledi
a—1

> Va > 1.

Ker je lim (1—}—%1) = 1, iz gornje ocene sledi, da je tudi lim /a=1. Cepaje0 <a < 1,

n—oo n—oo

1+
n

pisemo b = é in po ze dokazanem velja lim /b = 1. Torej je tudi

1 1
lim {/a = lim — = ——— =1,
Jim Ve n—oo 36 lim Vb

Izrek 13 Za vsak ¢ > 0 obstaja 6 > 0, da za vsako racionalno Stevilo q, |q| < §, velja
la? — 1] < e.

DokaAz. Naj bo e > 0. Ker je lim /a = 1, obstaja tak ny, da je | V/a — 1] < e. Ker

je lim Va~! = 1, obstaja tak ns, da je | ¥a=! — 1| < . Postavimo n = max{ny,ns}.
Cejesedaj 0 < g < L jela? —1] < |Va—1] <e Za—L < ¢ < 0 pa ocenimo
la? — 1| < |¥/a=! — 1| < e. Torej lahko postavimo § = +. |

Vzemimo sedaj poljubno realno stevilo r. Radi bi definirali a”, ¢e je a pozitivno
realno Stevilo. Obstaja zaporedje (r,) racionalnih stevil, da je lim r, = r. Pokazimo, da

n—oo

je zaporedje a™ Cauchyjevo. Naj bo e > 0. Za r,, > r, velja a™ —a'™ = a""(a" "™ —1).
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Ker je zaporedje r, konvergentno, je omejeno in je zato tudi |a™| < M za vse n. Po
prejsnjem izreku obstaja 0 > 0, da je |a? — 1| < 47 za vse |q| < 0. Ker je zaporedje r,
konvergentno, je Cauchyevo in obstaja N € N, da je |r, — r,,| < § za m,n > N. Torej je

£
M

la"™ —a™| =la™| Ja"™ " — 1| < M— =¢

za vse m,n > N. Zaporedje je zato Cauchyjevo in obstaja lim a. Dobljeno vrednost

. n—oo
oznaclmo z a’.
Ce imamo Se eno zaporedje 7}, za katero je lim 7/, = r, velja lim (7], —r,) = 0 in zato

n—0o0 n—oo

lim a"»~™ = 1. Ker pa je

n—o0

. ’
lim a™
Hm g™ ™ = "= 1
n—00 lim a™ ’
n—oo

od tod sledi lim a™ = lim a™. Torej je vrednost a” neodvisna od zaporedja racionalnih

n—oo n—oo

stevil, ki konvergira k 7.

Nazadnje omenimo, da veljajo vsa pravila za racunanje s potencami, ki smo jih izpeljali
za racionalne eksponente, tudi za realne eksponente.

Stevilo e Oglejmo si zaporedji a, = (1 + %)n in b, = (1 — %)_n Dokazati je mozno,

da je zaporedje a, narascajoce in navzgor omejeno, zaporedje b, pa padajoce in navzdol
omejeno. Torej sta obe zaporedji konvergentni. 1z zveze

—(n+1) n+1 n
1 1 1 1 1
n+1 n n n n

pa sledi, da je

1 1
lim b, = lim b,,; = lim a, <1 + —) = lim a, - lim (1 + —) = lim a,,
n—oo n—oo n—oo n n—oo n—oo n n—oo

kar pomeni, da imata zaporedji a,, in b, isto limito, ki jo oznacimo z e. Skratka

) \" ) 1\ . \"
e=lim {1+ — = lim (1—— = lim (14+—) .
n—oo n n—oo n n——oo n

Stevilo e je iracionalno in velja e ~ 2.7182.

) 1\" ) 1\"
e=lm(l+—-) = lim (14 —
Tr—00 €T Tr——00 €T

tudi, ko z teée po realnih stevilih. Ce sedaj pisemo h = %, nam primera r — o0 in

xr — —oo skupaj dasta

Dokazati je mozno, da je

. 1
flzlir(l)(l +h)r =e.

Zgled 19 Izracunaj lim (2£2)".

N 00 n+2
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2 saont+l _ nt2-1 1 1 P nt+l _ : : _ 1
Resitev. Ker je 7= = *=5= = 1 — =5, lahko zapiSemo -5 =1+ h, kjer je h = — 5.

Od tod sledi n = —% —2in

=

. n+1 " . . -1 9 — -2\
i (50) = oot gm0t 0 -

. T 2 —
lim (1 + h)r Jim(1+h)

1 1 1
o

=

Zgled 20 Izracunaj lim (1 — %)n

n—oo

Resitev. Racunajmo
1\" 1 73n-(7%) 1 —3n 7%
lim (1—— = lim (1—— = lim 1— — =
-}
1\ " 1
- ( hm <1 — —) ) = e 3.
m—o00o m

Opomba. V racunu smo uporabili, da je

_1 -3
lim a,?® = (lim an> ,
kjer je bilo a, konvergentno zaporedje. Slednje bi lahko izpeljali iz izreka o produktu
limit, vendar bomo v poglavju o zveznih funkcijah dokazali Se moc¢nejsi izrek, ki ga tu
navedimo brez dokaza:

Izrek 14 Ce je lim a, = a in f wezna funkcija v tocki a, je lim f(a,) = f(a)
n—oo n—oo

Logaritem Vzemimo, da sta v enachi a¥ = x Stevili a in x znani, y pa ne. ReSitev
te enacbe zapiSemo v obliki y = log, x in preberemo y je logaritem stevila x z osnovo a.
Stevilu « pravimo logaritmand, Stevilo a pa osnova logaritma. Da se dokazati, da je za
dani pozitivni Stevili a in x, a # 1, Stevilo y, ki zadosS¢a enacbi a¥ = x, enolicno dolo¢eno.
Iz definicije logaritma sledi, da je log, 1 = 0 in log, a = 1. Logaritem ni definiran, ¢e je
a<0alia=1. Cejea>1,je funkcija x — log, x naras¢ajoca in navzgor neomejena.

Iz pravil za racunanje s potencami izpeljemo podobna pravila za racunanje z logaritmi.
Ce v formulo a’*V = aVa" vstavimo U = log, u in V = log, v, dobimo

log, (uv) = log, u + log, v.

Iz aV=V

U - .
= o izpeljemo
u
log, — = log, u — log, v.
v
Iz (aV)V = aY pa s podobnim prijemom izpeljemo

log, u’ = vlog, u.
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Ceprav je lahko osnova logaritma katerokoli pozitivno realno stevilo a, a # 1, najpogosteje
uporabljamo logaritme z osnovo e ali 10. Logaritem z osnovo e imenujemo naravni loga-
ritem in oznacimo log, x = Inx. Logaritem z osnovo 10 imenujemo desetiski ali Briggsov
logaritem in oznacimo log,,x = logz. V novejSem Casu se uporabljajo tudi logaritmi z
osnovo 2, ki jih imenujemo dvojiski logaritmi.

Iz enakosti a'°%«® = x = b8 7 logaritmiranjem sledi log, x - log, a = log, z - log, b, od
koder izpeljemo

Posebej velja
log,z  Inz

log, 10 In10

logz = log,,x =

in
logipz  logz

Inz =log, z = = :
log,,e loge

1.5 Stevilske vrste

Naj bo ay, as, ... zaporedje realnih stevil. Izraz a; + as + ag + - - - imenujemo Stevilska
vrsta (oznaka Y .- a), Stevilom ay, as, ... pa cleni te vrste. Za vsak n definiramo s,, =
Y pey Qe Stevilo s,, imenujemo n-ta delna vsota vrste > pe, ag. Vrsta je konvergentna, e
konvergira zaporedje delnih vsot. Ce vrsta ni konvergentna, pravimo, da je divergentna.
Limito zaporedja delnih vsot imenujemo wvsota vrste.

Zgled 21 Vrsta s splosnim clenom a, = k je divergentna, ker je zaporedje delnih wvsot
sn:a1+...+an:1+2+...+n:@ neomejeno.

Zgled 22 Vrsta s splosnim élenom a, = (—1)* je divergentna, ker ima zaporedje delnih

V80t
. — —1, ce jen liho
" 10, éejen sodo.

dve stekalisci.

Zgled 23 Dokazi, da je vrsta Y -, ﬁ konvergentna in izracunaj njeno vsoto.

Resitev. Ker je m = % — k%rl, lahko izraz za n-to delno vsoto zapisemo kot
& 1 11 11 1 1 1 1
Sn—;m—(1—§)+(§—§)+'-'+(5‘n+1)—I—nﬂ'

Torej je s, = 1 — —5. Ker je lim (1 — —==) = 1, je vrsta konvergentna in ima vsoto 1. M

+1 n—oo

Geometrijska vrsta je vrsta s splosnim ¢lenom a; = ag®, kjer je ¢ # 0 # a. Potem za
qn+1_1

q # 1 velja s, = a’"——. Vemo, da zaporedje ¢" za lg| < 1 konvergira k 0 in tedaj je
71121010 Sp = l%q. Ce je ¢ = 1, je s, = na in to zaporedje je neomejeno. Torej geometrijska

vista >, , ag® konvergira natanko tedaj, ko je |¢| < 1. Tedaj velja

= a
> " =
k=0

1—¢q
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Izrek 15 (Cauchyjev kriterij) Vista > .~ ax je konvergentna natanko tedaj, ko za
vsak € > 0 obstaja N € N, da za vsaka m >n > N welja | Y0 ax| <e.

DokAz. Po definiciji je vrsta konvergentna natanko tedaj, ko je konvergentno zaporedje
delnih vsot. Zaporedje pa je konvergentno natanko tedaj, ko ustreza Cauchyjevemu po-
goju: Za vsak € > 0 obstaja N € N, da je |s,, — s,| < € za vsaka m,n > N. Trditev je
tako dokazana, saj je Sp, — Sp = D L, Gk [ |

Posledica 16 Ce je vrsta > rey a konvergentna, je klim ap = 0.

Doxkaz. V Cauchyjevem pogoju piSemo m = n + 1 in dobimo, da za vsak € > 0 obstaja
N €N, da je |a,,| < € za vsak m > N. To pa ravno pomeni, da je klim a, = 0. [ |

Zgled 24 Harmonicna vrsta Y, , % je divergentna.

Resitev. Oglejmo si delne vsote:

1 1 1 1 1 1 1
Sop — Sp = + +...+ > + +... = —.
n+1 n+4+2 n+n_ n+n n+n n+n 2

Torej zaporedje delnih vsot ne ustreza Cauchyjevemu pogoju. [ |

1

Opozorilo. Ocitno je lim ¢

] 0. Videli pa smo, da je harmoni¢na vrsta divergentna.
— 00

Torej je pogoj klim % = 0 za konvergenco vrste potreben, a ni zadosten.
— 00

Vrsta > -, ai je alternirajoca, ¢e je agapyr < 0 za vsak k.

Izrek 17 (Leibnitzov kriterij) Ce v alternirajoci vrsti absolutne vrednosti clenov pa-
dajo in konvergirajo k 0, je vrsta konvergentna.

Dokaz. Naj vrsta Y . a; ustreza pogojem izreka. Oznac¢imo by = |ay|. Privzeti
smemo, da je a; > 0. Torej imamo vrsto Y.~ (—1)""1b;, kjer je b, > byyq > 0 za vsak k

in lim b, = 0. Ker je
k—oo
Sont2 = Son + (bant1 — bant2) > Son,

J

-~

>0

je zaporedje (sg,), sodih delnih vsot narascajoce. Zaradi

Son = by — (by — b3) — (bg — b5) — ... — (ban—2 — bap—1) — b2 < by,
—_—— N — N ~ ~~
>0 >0 >0 >0

je zaporedje navzgor omejeno. Torej je zaporedje sodih delnih vsot konvergentno. Ozna-

¢imo s = lim so,. Ker je sop01 = So, + bopyq in je lim by,.1 = 0, je konvergentno
n—oo n—oo
tudi zaporedje (S2,41)n lihih delnih vsot in s = lim s9,,;. Torej je konvergentno tudi
n—oo
zaporedje (s,) in velja s = lim s,. u
n—oo

Zgled 25 Dokazi, da je vrsta Y, (—1)""+ konvergentna.
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Resitev. Oznacimo a; = (—1)F1+.

: _ 1 : 1
Kerjeak~ak+1——m<0m |ak]—k—+1<

lag1] = k%rl, po Leibnitzovem kriteriju vrsta konvergira. |

Izrek 18 (Primerjalni kriterij) Ce za vsak indeks k velja |ax| < by in je vrsta > o, by
konvergentna, je tudi vrsta Y -, ax konvergentna.

Dokaz. Ker je vrsta Y ., by konvergentna, po Cauchyjevem kriteriju za dani ¢ > 0
obstaja V € N, da je ka:nH by < ezavsem>n> N. Torej je

m m m
Zak§2|ak’§2bk<€
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
in je vrsta ), a; konvergentna, saj ustreza Cauchyjevemu kriteriju. [ |

Zgled 26 Dokazi, da je vrsta ) .-, 2% sin kx konvergentna za vsako realno stevilo x.

Resitev. Ker za vsako realno stevilo z velja |sin kz| < 1, lahko ocenimo | sin kz| < 5.

Torej smo clene vrste » o, 2% sin kx navzgor ocenili s ¢leni konvergentne geometrijske
o 1

vrste D o |

Izrek 19 (Kvocientni oz. d’Alembertov kriterij) Naj bo Y - aj taka vrsta s pozi-
tivnimi cleni, za katero obstaja lim % =:q. Ce je q < 1, je vrsta konvergentna. Ce je

n—oo

q > 1, je vrsta divergentna.

DokAz. Oglejmo si najprej primer, ko je ¢ < 1. Izberimo poljubno stevilo r, ¢ < r < 1.

Tedaj obstaja stevilo N, da za vsak indeks n > N velja === < r. Torej je apy1 < ra, za
vsak n > N. Zapisimo

an+1 < ran,
<

2
AN+2 ray+1 < rhay,

IA

k
ANtk ran-.

Torej je vrsta Y -, a konvergentna, saj lahko njene ¢lene od N-tega dalje navzgor oce-

nimo s ¢leni konvergentne vrste Y o~ rfay:

[e.9]

Zak§£11—l—ag+...+aN_£+gN+TaN+r2aN+..l..

Vv
k=1 koné¢éno ¢lenov konvergentna vrsta

V drugem primeru pa naj bo ¢ > 1. Izberimo poljubno stevilo r, 1 < r < ¢. Tedaj
obstaja stevilo NV, da za vsak indeks n > N velja azzl > r. Torej je api1 > ra, za vsak
n > N in podobno kot zgoraj velja

aN+1 = ray = an,
aN4+2 =2 TAN41 = Tay 2 an,
ANtk = AN

Sedaj pa vidimo, da pogoj lim a, = 0, ki mu zados¢a vsaka konvergentna vrsta (posledica

16), ne more biti izpolnjen. |

13. JUNLJ 2004, 23:19 23



Zgled 27 Za vsako realno Stevilo x je vrsta Y ., xk—]: konvergentna.

n

Resitev. Ce je x = 0, je vrsta oCitno konvergentna. Ce pa je x # 0, pisimo a, = T
Tedaj je

mn+1

An+1 — lim (nt1)! li .

zn -
T n—oon + 1

g = lim

n—o0 a/TL n—o0

Y

kar zaradi ¢ < 1 pomeni, da vrsta konvergira za vsak x.

Zgled 28 Dokazali smo Ze, da je vrsta -, m konvergentna. D’Alembertov kriterij
tega ne ugotovi.

Resitev. Za a, = m imamo
1
. An+1 . n+1)(n+2 . n
¢ = lim = = lim # = lim =1.
n—0oo0 (y, n— oo m n—oo 1, + 2

Zgled 29 Dokazali smo Ze, da je vrsta Y, % divergentna. D’Alembertov kriterij tega
ne ugotouvi.

Resitev. Za a,, = % imamo

1

. Ap+1 . 1 . n
g = lim — :hm%:l 1=
n—oo  Ap n—oo Py n—oo 1, +
I oo k!
Zgled 30 Razisci konvergenco vrste ) .~ 1%
~e 1 .
Resitev. Za a, = - imamo
(n+1)!
. Opg1 . ()Tt ) n" 1
q = lim = lim —F— = lim —— = —
n—oo  (y, n—oo . n—oo (n + 1)1’1 e
nn

Ker je % < 1, je vrsta konvergentna.

Absolutna in pogojna konvergenca Vrsta ) -, a; je absolutno konvergentna, ce je
konvergentna tudi vrsta Y, | |ag|. Ce je vrsta konvergentna, a ni absolutno konvergentna,
pravimo, da je pogojno konvergentna.

Zgled 31 Vrsta > ;o (—1)""1 je pogojno konvergentna, saj je harmonicna vrsta o |

%
divergentna.
Izrek 20 Vsaka absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.

Dokaz. Oglejmo si vrsto » .- ag. Ker je vrsta absolutno konvergentna (tj. vrsta
> re; lak| je konvergentna), po Cauchyjevem kriteriju za ¢ > 0 obstaja N € N, da za
vsaka m > n > N velja > )" . |ax| < e. Ker zaradi trikotniske neenakosti velja Se
| D st @kl < Dol lakl, je tako | D00 L ax| < e in tudi vrsta Y77 a je konvergen-
tna. ]

Ena bistvenih lastnosti absolutno konvergentnih vrst je, da se njena vsota ne spremeni,
¢e seStejemo ¢lene v drugacnem vrstnem redu. Pri vsaki pogojno konvergentni vrsti pa
lahko s primerno spremembo vrstnega reda sestevanja clenov kot vsoto vrste dobimo vsako
realno stevilo ali celo co ali —oo.
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Operacije z vrstami

Izrek 21 Ce sta vrsti Soreag iy o by konvergentni, konvergira tudi vrsta Y (a+

bi) in velja

Zak—i-bk Zak+zbk (7)

k=1 k=1

Ce je vrsta Y, ax konvergentna, je za vsako realno Stevilo ¢ konvergentna tudi vrsta

Y ro cay in velja
ank :cZak. (8)

k=1 k=1

Dokaz. Naj bo ¢ > 0. Po Cauchyjevem kriteriju za vrsto ) .- ay obstaja N; € N,
da za vsaka m > n > N; velja |Z;n:n+1 ar| < 5. Podobno po Cauchyjevem kriteriju za

vrsto Y pe, b obstaja Ny € N, da za vsaka m >n > Ny velja | 31~ . be| < £. Ce sedaj
pisemo N = max{N;, N>}, velja ocena

Y @b <Y al+ | Y S s =

k=n+1 k=n+1 k=n+1

za vse m > n > N. Enakost (7) nazadnje sledi iz iz izreka o vsoti limit zaporedij (izrek 7
na str. 15):

Z ak—i-bk = JLII;OZ((Z;C—F();C):?}LHC}O (Zak—i—Zbk) =
k=1 k=1 k=1 k=1
= lim Zak—l—lim Zbk:Zak+Zbk'
e k=1 e k=1 k=1 k=1

Druga trditev ocitno drzi, ¢e je ¢ = 0. Vzemimo sedaj ¢ > 0. Naj bo e > 0. Po
Cauchyjevem kriteriju za vrsto y -, a; obstaja N € N, da za vsaka m > n > N; velja
| > h i1 @x| < . Tedaj velja ocena

m m
€
[ D carl =lel [ Y car| <e| - =

k=n+1 k=n+1

Enakost (8) nazadnje sledi iz izreka o limiti produkta zaporedja s konstanto (posledica 8
na str. 16):

o n n n o0

E cap = lim E cak:hmcg ap = ¢ lim E ak:c-g ar,.
n—oo n—oo n—oo

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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2 Funkcije ene spremenljivke

2.1 Splosni pojem funkcije

Naj bosta X in Y neprazni mnozici. Funkcija ali preslikava f: X — B je pravilo f,
ki vsakemu elementu z mnozice X priredi natan¢no dolo¢en element f(x) mnozice Y.
Oznacimo lahko tudi « — f(x). Mnozico X imenujemo definicijsko obmocje ali domena,
mnozico f(X) = {f(z); x € X} pa zaloga vrednosti funkcije f. Definicijsko obmocje
funkcije f oznac¢imo tudi z Dy, zalogo vrednosti pa z Z;.

Graf funkcije f je mnozica I'y = {(z, f(z)) € X xY; 2 € X}. Po definiciji je torej
I'yc X xY.

Funkcija f je tako dolocena, ¢e je podano definicijsko obmocje D in funkcijski predpis,
ki vsakemu = € D; priredi natan¢no dolocen element f(x). Funkcijski predpis podamo
lahko s tabelo, besedilom, diagramom, ali pa, kot je v matematiki obi¢ajno, analiti¢no.
Analiti¢no lahko podamo funkcijo

e cksplicitno; tj. v obliki y = f(x)
e implicitno; tj. v obliki F(z,y) =0
e parametri¢no; tj. v obliki x = ¢(t), y = h(?)

Ce je funkcija podana eksplicitno, jo enostavno pretvorimo v implicitno ali paramatricno
obliko. Obratna pot ni vedno mozna ali pa je ra¢unsko neizvedljiva.

Zgled 32 Funkcijo y = f(x) zapisemo implicitno kot F(x,y) =y — f(x), parametricno
pa kot x =t, y = f(t).

Naj bo I C Rinterval in f: I — R funkcija. Funkcija f je navzgor omejena, e obstaja
M € R, daje f(x) < M za vsak z € I. Stevilo M imenujemo zgornja meja funkcije f.
Funkcija f je navzdol omejena, ¢e obstaja m € R, da je f(x) > m za vsak x € I. Stevilo
m imenujemo spodnja meja funkcije f. Funkcija f je omejena, e je navzgor in navzdol
omejena. Natancna zgornja meja funkcije f je njena najmanjsa zgornja meja, natancna
spodnja meja pa je njena najvecja zgornja meja.

Nicla funkcije f je tako stevilo a, da je f(a) = 0.

Zgled 33 Funkcija f:[1,00), f(z) = %, je omejena in velja sup f = 1, inf f = 0.

xT

Tocka xy je pol funkcije f, ¢e je v vsaki njeni okolici funkcija f neomejena; tj. ¢e za
vsak M obstaja e > 0, da je |f(z)| > M za vsak |z — zo| < €.

Zgled 34 Funkcija f:R\ {-1} — R, f(z) = =5, ima pol v tocki xy = —1. Funkcija
ffR—=R,
) :{x—}rl, ée je x # —1,

0, ce jex =—1
ima pol v tockt xg = —1 € Dy.
Definicijsko obmocje funkcije f je simetricno, ¢e je x € Dy natanko tedaj, ko je —x € Dy.
Funkcija f je soda, ¢e je ima simetricno definicijsko obmocje in velja f(—z) = f(z)
za vsak © € Dy. Funkcija f je liha, Ce je ima simetricno definicijsko obmocje in velja
f(—x) = —f(z) za vsak € Dy. Enostavno je videti, da je
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e Vsota, razlika, produkt in kvocient dveh sodih funkcij je soda funkcija.

e Vsota in razlika dveh lihih funkcij je liha funkcija, produkt in kvocient dveh lihih
pa je soda funkcija.

e Produkt in kvocient sode in lihe funkcije je liha funkcija.

ef—e” "
2

1+e”
2

Zgled 35 Funkcijo x — <= je soda, © — liha, x — pa ni ne soda ne liha.

2
Funkcija f: I — R je naraséajoéa na intervalu I, ¢e je f(z1) < f(x2) za vsaka xq, 29 € I,
x1 < 9. Funkcija f: I — R je strogo nara$c¢ajoc¢a na intervalu I, ¢e je f(z1) < f(x2) za
vsaka 11,19 € I, 11 < 5.

Funkcija f: I — R je padajoca na intervalu I, ¢e je f(x1) > f(x3) za vsaka xq1, x5 € I,
x1 < 9. Funkcija f: I — R je strogo padajoca na intervalu I, ce je f(z1) > f(x2) za vsaka
X1, € [7 1 < Ig.

Zgled 36 Funkcija x — (z+1)? je na intervalu [—1,00) strogo naraséajoca, na intervalu
(—o00, —1] pa strogo padajoca.

Polarni koordinatni sistem Naj bo T'(z,y) tocka v ravnini, (z,y) # (0,0). Potem
je T od koordinatnega izhodis¢a oddaljena za r = /22 + y2. Oznac¢imo s T pravokotno
projekcijo tocke T na abscisno os. Potem je OT'T pravokotni trikotnik in velja z = r cos ¢
in y = rsin . Tu smo spotoma privzeli, da lezi T' v I. kvadrantu. S podobnim razmislekom
ugotovimo, da zvezi x = rcos¢ in y = rsin ¢ veljata vedno, ¢e s ¢ oznac¢imo pozitivno
usmerjen kot med pozitivnim poltrakom abscisne osi in krajevnim vektorjem tocke T'.
Paru (r, ¢) recemo polarne koordinate tocke T'(x,y).

Inverzna funkcija Naj bo f: X — Y funkcija. Ce obstaja taka funkcija f:Y — X,
da je go f = idx in fog = idy, pravimo, da je f inverz funkcije f in oznac¢imo
f~' = g. Spomimo se, da inverzna funkcija k dani funkciji f obstaja natanko tedaj,
ko je f bijektivna.

Inverzno funkcijo graficno dolo¢imo tako, da narisemo graf funkcije f in ga prezrcalimo
¢ez simetralo lihih kvadantov. Analiticno pa dolo¢imo inverzno funkcijo tako, da enacbo
y = f(x) “resimo” na x; torej tako, da iz enac¢be y = f(z) izrazimo x = g(y).

2.2 Pregled elementarnih funkcij

Potence in polinomi Naj bo n naravno stevilo. Funkcija, podana s predpisom f(z) =
x™, se imenuje potencna funkcija ali na kratko potenca. Potencéna funkcija je definirana
za vsak x in ima edino niclo pri x = 0. Graf te funkcije imenujemo parabola n-te stopnje.
Ce je n sodo stevilo, je f soda funkcija, sicer pa je f liha funkcija. Potenéna funkcija je
definirana na vsej realni osi in je neomejena.

Naj bodo ag, ay, ..., a, realna stevila. Izraz f(z) = a,@™ + ap_ 12"+ ...+ a1z + ag
imenujemo polinom. Ce je a, # 0, je stopnja polinoma f enaka n. Polinomska funkcija je
definirana na celi realni osi in nima polov.

Izrek 22 (Osnovni izrek algebre) Vsak polinom stopnje vsaj 1 ima vsaj eno komple-
ksno niclo. [ |
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Od tod izpeljemo, da lahko polinom stopnje n zapisemo v obliki
f(z) = ao(x — a1)(x — 29) - - (2 — ),

kjer so x1, ..., x, nic¢le polinoma f. Nadalje vidimo, da nastopajo kompleksne nicle
polinoma z realnimi koeficienti v konjugiranih parih, od koder sledi, da ima polinom lihe
stopnje z realnimi koeficienti vsaj eno realno niclo. Iskanje nic¢el polinomov je zapleteno:
za polinome stopnje najvec 4 obstajajo (bolj ali manj komplicirane) formule. Za polinome
stopnje 5 ali ve¢ pa je dokazano, da v splosnem takih formul ni.

Racionalne funkcije Kvocient dveh polinomov

p(r)  ap "+ an 12"+ L+ aw + ag
q(z)  bpa™ 4 bpyqx™ L 4 b+ by

imenujemo racionalna funkcija. Ce polinoma p in ¢ nimata skupnih nicel, so nicle ra-
cionalne funkcije f nicle polinoma p, poli pa nicle funkcije q. Racionalna funkcija f je
definirana povsod, razen v niclah polinoma ¢. (Mozno je, da ¢ nima realnih nicel, tedaj

je f defnirana povsod. Npr. f(z) = ll;f;.)

Algebraic¢ne funkcije Algebraicna funkcija y = y(z) je resitev enacbe
A (@) + Ay 4+ Al(n)y + ag(x) = 0,

kjer so Ay, ..., A, polinomi. Tako npr. zan = 2 in Ay = 1, A = 0 in Ag(z) = —=x
dobimo ena¢bo y? — x = 0, kar nam da korensko funkcijo. V splo$nem ima gornja enacba
n reditev, zato je algebrai¢na funkcija veclicna. Ce se omejimo na realne funkcije, resitev
ne obstaja ali pa ni povsod definirana. Med algebrai¢ne funkcije spadajo vse krivulje II.
reda:

. 2 2
e clipsa; npr. % + 4% =1,

e hiperbola; npr. “’;—2 — g—; =1 (ali i—z — Z—j = —1),

e parabola; npr. 3% = 2px.

Eksponentna funkcija Funkcija, ki ni algebrai¢na, se imenuje transcendentna. Med
najpomembnejse take funkcije sodi eksponentna funkcija x — a®, kjer je a > 0 poljubno
realno Stevilo. Za eksponentno funkcijo je znacilen adicijski izrek a®™¥ = a*a?. Najpogo-
steje uporabljamo eksponentno funkcijo z osnovo e, torej x — e®. Eksponentna funkcija
je povsod defnirana in navzgor neomejena, ¢e je a # 1.

Obrat eksponentne funkcije x +— €% je logaritemska funkcija In, ki je definirana s
predpisom: z = e¥ natanko tedaj, ko je y = Inx. Logaritemska funkcija je definrana na
intervalu (0, 00) in je neomejena. Za logaritemsko funkcijo je znacilna enakost In(xy) =
Inx + Iny.
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Kotne funkcije Kotne funkcije so sin, cos, tg, ctg in jih vpeljemo s pomoc¢jo kotov
v pravokotnem trikotniku. V pravokotnem trikotniku OAB s hipotenuzo OB naj velja
x = LZAOB. Definiramo sinx = %, cosT = % intgr = Ié—?. Definicijo lahko pri
funkcijah sin in cos razsirimo na vsa realna stevila. Funkcija tg ima v tockah oblike 7 +k,
k € Z, pole in je zato definirana na mmozici R \ {7 + k7; k € Z}, Funkcija ctg pa ima
pole v tockah oblike km, k € Z, in je definirana na mnozici R\ {k7; k € Z}. Funkciji sin
in cos sta periodi¢ni s periodo 27, saj velja sinz = sin(z + 27) in cosz = cos(z + 27) za
vsak x € R. Funkciji tg in ctg sta periodi¢ni s periodo m, saj velja tgx = tg(x + 7) in

ctgz = ctg(x +7) za vsak © € R. Med njimi veljajo zveze tgx = z(‘ii, ctgy = smz — L
1

cosx tgax’
cos2zx’

sinx 4+ cos’z =1, 1+tg2z =

Ciklometriéne funkcije Ciklometricne funkcije so inverzne funkcije h kotnim funkci-
jam. Funkcija sin: R — R ni injektivna, zato inverz na celotni realni osi ne obstaja. Na
intervalu [—Z%, 2] pa je injektivna in zavzame vsako vrednost z intervala [—1, 1] natanko

22
enkrat. Inverz funkcije sin: [-7, 7] — [—1,1] torej obstaja in ga oznacimo z arcsin. Torej
za x € [—7, 5] in y € [~1,1] velja x = siny natanko tedaj, ko je y = arcsinz.

s

y ///
y = arcsinzg’

L]

Ker je sin periodi¢na funkcija, ima enacba = = siny, = € [—1, 1] neskon¢no resitev: ce je
= arcsin x resitev, je za vsak k € Z tudi arcsin x + 2k resitev. Zgoraj opisano funkcijo

imenujemo zato glavno vejo funkcije arc sin.

Podobno definiramo (glavno vejo) inverza funkcije cos, skréene na interval [0, 7], tj. funk-

cije cos: [0, 7] — [—1,1]. Inverz ozna¢imo z arccos in za x € [0,7] in y € [—1,1] velja

x = cosy natanko tedaj, ko je y = arc cos x.

Y = arccos x

o

m™ T

| y=cosz, 0<z<m
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Nazadnje vpeljemo $e (glavno vejo) inverza funkcije tg: (—5,5) — R, ki ga imenujemo
arctg. Za x € (—5,%) in y € R velja x = tgy natanko tedaj, ko je y = arctgz.

|
|
|
!
|
|
!
|
|
!
|
r
!
|
|
!
|
|
|
|
!
|
1
|
=
|
|
|
!
|
|
!
|
|
!
|

Inverzne funkcije h kotnim funkcijam lahko dolo¢imo graficno tako, da ustrezne grafe
prezrcalimo ¢ez simetralo lihih kvadrantov. Pomen glavne veje inverzne funkcije je iz
slike tedaj lepo razviden.

2.3 Limita funkcije

Naj bo a notranja tocka intervala I in f: I\ {a} — R dana funkcija. Stevilo A je limita
funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja d > 0, dazavsakx € [iz0 < |zt —a| <0
sledi |f(x) — A| < e. Oznaka: lim f(x) = A.

Zgled 37 Dokazi, da je lin%(Qx +1)=3.

DoxkAz. Ozna¢imo f(z) = 2x+1 in izberimo e. Poiskati moramo tak d, da je | f(z)—3| < ¢
za 0 < |z — 1| < 4. Ker je f(x) =2 =2(x — 1), bo za [z — 1| < § veljalo [2(z — 1)| < e.
Torej za 6 = § velja: ¢e je 0 < |z — 1| <, je [f(z) — 3| <e. [ |

Zgled 38 Naj bo

fa) = { 2 ejen

1 cejex =1
Ali je lini flz)=f(1)?

DokAz. Ker za z # 1 velja ”fjll = (x*i)i(fﬂ) =x+1,je il_}Hi flz)=24# f(1). |

Zgornji primer kaze, da limita funkcije f v tocki a ni odvisna od funkcijske vrednosti
v tej tocki. V definiciji limite imamo namre¢ pogoj 0 < |x — a| < 4, kar pomeni, da
se  tocki a sicer poljubno priblizuje, vendar te tocke ne doseze. Se ve¢, zaradi pogoja
|z — a| > 0 tudi ni potrebno, da je funkcija f v tocki a sploh definirana.

Izrek 23 Ce je lim f(x) = lim h(z) = A in je f(2) < g(x) < h(x) za vse x blizu a (razen

za © = a), obstaja tudi limita lim g(x) in je enaka A.
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DoxkAz. Naj obstaja dp > 0, da je f(x) < g(z) < h(x) za vse 0 < |z — a| < dy. Izberimo
e > 0. Potem obstaja 01, da je |f(z) — A| < e za vse 0 < |x — a|] < §;. Obstaja tudi 0,
da je |h(x) — Al < e za vse 0 < |z — a| < 2. Oznacéimo § = min{dy, d1,2}. Torej za vse
0 < |z —al <d velja

—e< flr)—A<gxr)—A<h(z)—A<eg,
kar nam da |g(z) — A| < e. Torej je res lim g(z) = A. |
Zgled 39 Dokazi, da je lir% % = 1.

DOKAZ. Iz skice razberemo, da za 0 < x < 7 velja ocena sinz < x < tgx. Torej je

1 < =% < -1 kar lahko zapisemo tudi v obliki
sinx COosS T
sin x
cosT < < 1.
x
Ker je lir% cosx = 1, po prejsSnjem izreku sledi lir% % =1 [ |
Tr— xr—

Leva in desna limita Stevilo A je leva limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0
obstaja 6 > 0, da za vsak * € [ iz 0 < a —a < ¢ sledi |f(z) — A] < e. Oznaka:
li%n f(z) = A.

Stevilo A je desna limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak £ > 0 obstaja § > 0, da za
vsak x € [ iz 0 < x —a < ¢ sledi | f(z) — A| < e. Oznaka: li{nf(a:) = A.

Neposredno iz definicije limite vidimo, da obstaja lim f(x) natanko tedaj, ko obstajata

limiti li%n f(x) in li{n f(x) in sta enaki.
Zgled 40 Izracunaj liﬁ)l arc tg% in h%l arctg % Ali obstaja lir% arctg %?
xT T Tr—
Resitev. Ko gre = k tocki 0 z desne, gre vrednost izraza % k +o00, zato je
) 1 =
limarctg — = —.
z|0 r 2

Ko gre = k tocki 0 z leve, gre vrednost izraza % k —oo, zato je

i ol = T

1m arc _ = ——.

zT0 gx 2

Limita li tg L bstaj e li te Ll £ teg L ]
11m1 azlir(l)arc gx Ppa ne obstaja, saj je ;{BlarC gx 7é i%larc gw
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2.4 Zveznost

Naj bo a notranja tocka odprtega intervala I in f: I — R dana funkcija. Funkcija f je
zvezna v tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0, da za vsak x € [ iz |z — a| < 0 sledi

f(z) = fla)] <e.

Pravimo, da je funkcija f zvezna ma intervalu I, ¢e je zvezna v vsaki njegovi notranji
tocki.

Pojem limite je v tesni zvezi s pojmom zveznosti:

Izrek 24 Funkcija f:1 — R je v tocékia € I zvezna natanko tedaj, ko je lim f(x) = f(a).

DokAz. Tu pravzaprav ni kaj dokazovati. V definiciji limite pisemo f(a) = A in dobimo
definicijo zveznosti. [
Pogosto je funkcija f v okolici tocke a podana z veé¢ predpisi. Ker je lim f(z) = A

natanko tedaj, ko obstajata limiti li¥n f(z) in lifn f(z) in sta enaki A, lahko zveznost v

tocki a dokazemo tudi s pomocjo leve in desne limite:

Izrek 25 Funkcija f: 1 — R je v tocki a € I zvezna natanko tedaj, ko je
lim f(z) = lim f(z) = f(a).

zTa zla

Zgled 41 Doloci vrednosti konstant a in b tako, da bo funkcija f,

ar +b, cejex >2

f(a:):{5 ce jex =2

br —a cejex <2
zvezna v tocki r = 2.
Resitev. Da bi bila funkcija zvezna v tocki 2, mora veljati 13121 flz) = 13551 flz) = f(2).
Ker je 1;%1 f(z) =2b—a, lﬁg f(z) =2a+bin f(2) = 5, mora veljati

2b—a =
2a+b = 5

Ce enachi odstejemo, dobimo b — 3a = 0, kar nam da b = 3a in od tod z upostevanjem
druge enacbe izpeljemo 2a + 3a = 5. Sledia =1 in b = 3. [ |

Izrek 26 Naj bosta f,g:I — R funkciji in naj obstajata limiti im f(z) in lim g(x).

r—a r—a

Potem obstajata tudi limiti ilg(ll(f(:v) +g(x)) in ilir(ll(f(x) ~g(x)) in velja
lim(f(@) + g(z) = lim f(z) + lim g()
(/@) g(a)) = lim /() lim g(a)

Ce je g(x) # 0 za vse x blizu a in lim g(z) # 0, obstaja tudi limita lim % in velja

v—a g(z)  lim g(z)

r—a
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DokAz. Oznacimo lim f(z) = A in lim g(z) = B. Izberimo ¢ > 0. Potem obstajata ¢;

r—a

in 0y, da je |f(x) —Al < §za0 < |r—a| <din|g(z) - B| < §2za0 < |z —a| <.

Oznac¢imo § = min{dy,d2}. Torej za 0 < |z — a| < J velja

(F(@) +9(a) = (A+ B)| < |f(2) = Al + |g(@) = Bl < S+ 5 = <.

Za dokaz druge trditve zapisimo

f(@)g(x) = AB = (f(x) = A)g(z) + Alg(z) — B). (9)

Izberimo £ > 0. Potem obstajata d; in do, da je |f(z) — A| <
in |g(z) — Bl < gy
lg(z)] < |B|+12za0 < |z—a|l < d;. Oznacimo 6 = min{dy, d2,d3}. Torej lahko za
0<|z—al<dv(9) ocenimo

sen 22 0 < |z —a| <&
za 0 < |r —a| < dy. Ker je limg(z) = B, obstaja d3, da je

F(@)g(e) — AB| = |(f(x) — Aygle) + Algle) — B)| <
< () - A)gla)| + |Alg() — B)
() — A)] - g(@)] + A] - [(g(z) — B)| <
< 1) = A lo@)] + (14 + 1) - o) - B) <
19
< gEFH B D+ A+ Dy = =

Za dokaz tretje trditve pa zapiSimo

fl@) A _ f@)B—g@)A _ (f(z) — A)B+ AB — g(z))
gx) B 9(z)B Bg(x) '

Izberimo € > 0. Potem obstajata 0, in o, da je [f(z) — A| < §|B| za 0 < |z —a| < 6,

in |g(z) — B| < i% za 0 < |r —a] < 0y. Ker je limg(z) = B # 0, obstaja 03,

(10)

da je |g(z)| > ‘zﬂ za 0 < |x — a| < d3. Ozna¢imo 0 = min{dy, d2,d3}. Torej lahko za
0 < |z —al <dv (10) ocenimo

ﬁ@_é‘: V@B—M@ﬂ<
glx) B By(x) B
o @)= Al-[B[+]A]-|B — g(z)
B B - |g(x)] B
\B| - B| + 4] - § 2
< —
B Bl 15
£ |A] e €

g
— < e
> ala+1 S22

Posledica 27 Ce sta funkciji f in g zvezni v tocki a, sta v tej tocki zvezni tudi funkiji
z— (f(x)+g(x)) inx— (f(x) g(x)). Cejegla)#0, jevtocki a zvezna tudi funkcija
I(z)

T = 9(@)
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Kompozitum zveznih funkcij Dosedaj smo videli, da lahko iz zveznih funkcij s
pomocjo osnovnih racunskih operacij naredimo nove zvezne funkcije. Zvezne funkcije
pa lahko tvorimo tudi s pomocjo kompozituma:

Izrek 28 Ce obstaja limita lim f(z) (oznacimo jo z A) in je funkcija g zvezna v tocki A,
obstaja tudi limita lim g(f(z)) in velja lim g(f(z)) = g(A).

DokAz. Najboe > 0. Ker je g zvezna v tocki A, obstaja 6; > 0, da je |g(y)—g(A)| < € za
ly — Al < 01. Ker je lim f(x) = A, obstajad > 0, daje |f(z) — A| < 1 za0 < |z —al < 0.

Ce pisemo f(z) = vy, od tod sledi |g(f(z)) — g(A)| = |g(y) — g(A)| < . Torej za
0<|z—al<dveljal|g(f(x)) —g(A)] < e in je res hm g(f(x)) = g(A). u

Posledica 29 Ce je funkcija f zvezna v tocki a in funkcija g zvezna v tocki f(a), je tudi
funkcija g o f zvezna v tocki a.

—5z4-6

Zgled 42 [zracunaj limiti hm T geys faa=21na=3.

z2—5z+6 22546 _ (z—2)(z—3)
z2—62+8" 22—6x+8 ~  (x—2)(z—4)
z

v i—:i. Ker je funkcija x +— x—:i v tocki x = 2 zvezna, tako velja

Oznac¢imo f(x) = Ker je , lahko za x # 2 ulomek okrajsmo

x> —5r+6 o r—3 x-—3
lim =———— — lim =

a:—>21‘2—6x—|—8 =21 —4 z—4

Izra¢un limite

. 22 —51r+6
lim ———
a—3 12 — 62 + 8
pa ni problematicen, saj je funkcija x — ;z:giig v tocki x = 3 zvezna in zato velja
lim x—5x—i—6 2?2 — 52+ 6 0 _ 0
203 22 — 6z 1 8 x2—6x+8m_3_—1_ '
5 D T V@243-2
Zgled 43 Izracunaj lim ~=-===.

r——1

~e o o . . /2 _ .
Resitev. Ko pomnozimo stevec in imenovalec ulomka xxfl)’ 2 7 V22 4+ 3 + 2, dobimo

(Va2 432 —-22 (x4 3) — 4 B r?—1 w1
(z4+1)(Ve2+342) (@+1)(Ve2+3+2) (z+1)(Va2+3+2) VaZ+3+2

Torej je

Va2 4+3-1 ) z—1 -2 1
im —— =1 = =

= lim = =—_.
e—-1 w1 r=-1y/r2+3+2  A+2 2
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Zgled 44 Doloci vrednosti konstant a in b tako, da bo funkcija f,
aZel/z g . .
o= { TS G2
b, cejex =0
zvezna povsod, kjer je definirana.

Resitev. Ker je 1 + e/* # 0 za vsak = # 0, je potrebno posebej obravnavati zveznost le
v tocki x = 0. Ko gre x k tocki 0 z leve, gre vrednost izraza % k —oo, zato je

lim e'/* = 0.
zT0
Torej je
2,1/x 2 2.0 2
lirnf(x):hm&6 rove o 0raeds

= 2.
210 210 1+ el/z 140 ot

Ko gre x k tocki 0 z desne, gre vrednost izraza % k 400, zato Stevec in imenovalec delimo
z '/*. Dobimo
a?+ae V427V @24 a-04+2-0
=a”.

I — 1 _
i f () = lim 1o 11 0+1

Da bila funkcija f zvezna v tocki 0, mora veljati h%l flz) = li%l f(z) = f(0), kar nam da

pogojea+2=a’>=b,0z.a=2inb=4alia=—1in b= 1. u

2.5 Lastnosti zveznih funkcij

Izrek 30 Ce je f:[a,b] — R zvezna funkcija in je f(a)f(b) < 0, ima funkcija f na tem
intervalu vsaj eno niclo.

DoOKAZ. Privzeti smemo, da je f(a) > 0> f(b). Trditev je geometriéno zalo nazorna, saj
je graf zvezne funkcije nepretrgan. Ker lezi tocka A(a, f(a)) na zgornji polravnini, tocka
B(b, f(b)) pa na spodnji, mora graf funkcije f med tockama A in B vsaj enkrat sekati
abscisno os.

a C1 \ x
S B
ai L b
e !
0. IR
2T b
Qi
87 zb3
as— b,

Dokazimo sedaj trditev analiticno. Razpolovimo interval [a, b]. Ce v razpoloviscu ¢; velja
f(e1) = 0, smo niclo Ze nasli, sicer pa na enem od podintervalov, ozna¢imo ga z [ay, by],
velja

flar) > 0> f(by).
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Razpolovimo interval [a1,b;]. Ce v razpoloviséu ¢, intervala [ay,b;] velja f(cy) = 0,
smo tako tocko Ze nasli, sicer pa na enem od podintervalov, ozna¢imo ga z [az, bs], velja
f(az) > 0> f(bs). Postopek se ponavljamo . ..

krajisc. Obe zaporedji sta konvergentni in imata skupno limito zy. Ker je f zvezna v
tocki xg, velja f(zo) = lm f(a,) > 0in f(xg) = lim f(b,) < 0. Ker je f(xg) > 0 in

f(zo) <0, od tod sledi f(zg) = 0. [ |

Opomba. Metodi iskanja nicle funkcije, ki smo jo uporabili v gornjem dokazu, pravimo
bisekcija in je ena najenostavnejsih numeri¢nih metod za iskanje nicel funkcij.

Izrek 31 Ce je f: [a,b] — R zvezna funkcija, je na tem intervalu tudi omejena.

Opomba. Predpostavka, da je [a,b] zaprt interval, je bistvena. Zvezna funkcija f,
1

f(z) = =, je na (odprtem) intervalu (0, 1) neomejena.
DoxkAz. Recimo, da je funkcija f neomejena. Razpolovimo interval [a,b]. Potem je na
vsaj enem dobljenih podintervalov, ozna¢imo ga z [aq, b1}, neomejena. Postopek ponovimo
in dobimo, da je na vsaj enem od novih podintervalov, ozna¢imo ga z [as, bs|, neomejena.
Postopek ponavljamo . ..

krajisc. Obe zaporedji sta konvergentni in imata skupno limito xy. Ker je f zvezna v
tocki g, obstaja d > 0, da je |f(z) — f(zo)| <1 za |z — x¢| < 6. Ker lim |b, —a,| =0,
obstaja N, da lezi interval [ay, by| znotraj (x — d, 29 + ¢). To pa ni mozno, kar je po eni
strani funkcija f na intervalu [ax, by| neomejena, po drugi strani pa za x € (z — 4§, z9+0)

velja f () € (f(zo) — 1, f(xo) +1). u

Izrek 32 Ce je f: [a,b] — R zvezna funkcija in m njena natancéna spodnja meja, M pa
njena natancna zgornja meja, obstajata tocki x,, in xy;, da je f(xy,) =m in f(xy) = M.

DoxkAz. Recimo, da ne obstaja tako stevilo z,,, da je f(x,,) = m. Torej je f(z) # m
za vsak = € [a,b] in je funkcija g, g(z) = f(r);—m’ na intervalu [a, b] zvezna. Naj bo M’
natancna zgornja meja za g. Tedaj je }C(x)%m < M, kar nam da f(z) > m+ 57 > m,

zato m ni natan¢na spodnja meja za f. Privzetek, da je f(z) # m za vsak x € [a,b], je
tako napacen. Podobno dokazemo tudi, da obstaja xy;, da je f(zp) = M. |

Opomba. Predpostavka, da je funkcija definirana na zaprtem intervalu, je bistvena.
Zvezna funkcija f: (1,2) — R, f(z) = 1, imana odprtem intervalu (1, 2) natancno spodnjo

mejo % in natancno zgornjo mejo 1, vendar teh dveh vrednosti ne zavzame.

Posledica 33 Ce je f:[a,b] — R zvezna funkcija in M njena natancna zgornja meja,
m pa njena natancéna spodnja meja, za vsak y € [m, M| obstaja tocka x € [a,b], da je

f(x) =1y.

DoxkAz. Naj bo y € [m, M] poljubno stevilo. Videli smo ze, da obstajata z,, in z,;, da
je f(xy) =m in f(xp) = M. Privzemimo torej, da je y € (m, M). Oglejmo si funkcijo

g, g(x) = f(x) — y, na intervalu a’ = min{x,,,x)} in ' = max{zr,,,ry}. Potem je
g(a) #0, g(t)) #01in g(a’)g(b') < 0. Po izreku 30 obstaja = € (a’, V'), da je g(x) = 0, kar
nam da f(z) =y. |
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Gornja dva izreka in posledico lahko skupaj na kratko povemo takole: Zvezna funkcija je
na (konénem) zaprtem intervalu omejena in zavzame vse vrednosti na zaprtem intervalu

Izrek 34 Ce je f: [a,b] — R zvezna in strogo narascajoca funkcija, obstaja inverzna
funkcija g:[f(a), f(b)] — R k f in g je na intervalu [f(a), f(b)] strogo naraséajoca in
2vezna.

DokAz. Po gornjem izreku za vsak y € [f(a), f(b)] obstaja x, da je f(x) = y. Ker je
f strogo narascajoca, je injektivna. Torej je f:[a,b] — [f(a), f(b)] bijektivna in obstaja
inverz g: [f(a), f(b)] — [a,b]. Ker je f(x) < f(2) natanko tedaj, ko je z < 2/, je y < ¢/
natanko tedaj, ko je g(y) < g(y’). Torej je tudi g strogo narascajoca.

Dokazimo Se, da je g zvezna. Vzemimo ¢ > 0. Potem moramo poiskati tak 6 > 0, da
bo iz |y —yo| < 0 sledilo |g(y) —g(vo)| < €. Torej is¢emo tak 6 > 0, da iz |f(z)— f(zo)| <6
sledi |z — x| < . Oznacimo y; = f(xg —€), y2 = f(xo +¢€) in 6 = min{ys — yo, Yo — v1}-
Tedaj zaradi monotonosti g velja: Ce je yo < y < y1, je g(y2) < gly) < g(y1) oz
19(y) — 9(yo)| < . Torej za |y — yo| < & res velja [g(y) — g(yo)| < e u

2.6 Zveznost elementarnih funkcij

Polinomi in racionalne funkcije Ker sta konstantna funkcija x — ¢ in identicna
funkcija x — x zvezni, z veckratno uporabo trditve 27 izpeljemo, da sta tudi polinomska
funkcija in racionalna funkcija zvezni povsod, kjer sta definirani.

Eksponentna funkcija Oznac¢imo f(x) = a”. Tedaj je f(z) — f(xo) = a* — a™ =
a™(e*~* —1). Ker je lim e*~*0 =1, je hm f(z ) f(zo).

T—T0

Kotne funkcije Dokazimo zveznost za funkcijo sin. Ker je

. . . rT—a r+a
sinxz —sina = 2sin 5 cos 5

je
|sinz — sinal = |281nx_acosx+ | < 2|sin

2

T <t = |z — al.

2
(V gornjem ra¢unu smo upostevali, da za vsak ¢ velja |sint| < |¢|.) Torej lahko v definiciji
zveznosti pri danem £ > 0 postavimo § = ¢, in bo za |z —a| < § veljalo |sinz —sinal < e.

Ker je cos(x) = sin(§ — ), po izreku o kompozitumu zveznih funkcij (izrek 28) od tod

SlIl X

sledi, da je zvezna tudi funkcija cos. Iz zveze tg(z) = 522 potem sledi, da je zvezna tudi

funkcija tg povsod, kjer je definirama; torej na mnozml R \{§ +km keZ}

Logaritemska in ciklometri¢cne funkcije Te funkcije so po definiciji inverzne funkcije
k zveznim funkcijam (eksponentna in kotne funkcije), zato so po izreku o inverzu zveznih
funkcij (izrek 34) tudi zvezne.
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2.7 Enakomerna zveznost

Spomnimo se, da je funkcija f: I — R na intervalu zvezna, ¢e za vsak a € I in vsak ¢ > 0
obstaja 0 > 0, da iz |z — a| < § sledi |f(z) — f(a)| < e. Ker izbiramo § pri Ze izbranih
a in €, je 0 odvisen od a (in €). Torej od tod v splosnem ne sledi, da pri danem ¢ > 0
obstaja 0 > 0, da za vsak a € [ iz |v —a| < 0 sledi |f(z) — f(a)| < e.

Zgled 45 Naj bo f:(0,00) — R, f(z) = % Pri danem ¢ ne obstaja 6, da bi bil “dober”
za vse a.

Resitev. Veljati mora

z—al |z—al

axr

=
—~
5]
N~—
|
~
—~
Q
=
I
=
|
il
I
==
El

<e,

kar nam da |z — a| < eax. Ce bi obstajal tak § < 1, da bi iz |z — a| < ¢ sledilo
|f(x) — f(a)| < e, mora biti § < car < ea(a+ 1). (Tu smo upostevali, da zaradi § < 1
velja x < a + 1.) Ker mora biti § primeren za vse (poljubno majhne) a, iz § < ca(a + 1)
sledi, da bi moral biti 6 = 0. Takega ¢ torej ni.

Pravimo, da je funkcija f enakomerno zvezna na intervalu I, ¢e za vsak € > 0 obstaja
d >0, daza vsaka z,2' € I iz |z — 2'| < § sledi |f(x) — f(2)] < e.

Izrek 35 Naj bo f:]a,b] — R zvezna funkcija. Potem je funkcija f na tem intervalu
enakomerno zvezna.

DokAz. Oznacimo I = [a,b] in naj bo ¢ > 0. Zaradi zveznosti za vsak x’ € I obstaja 0./,
da je |f(z) — f(2')| < € za vsak © € I, ki zados¢a pogoju |z — 2’| < d,.

Privzemimo, da ne obstaja tak § > 0, da bi za vsaka z,2’ € [ iz |x — 2’| < § sledilo
|f(x) — f(a')] < e. Torej za 6 =  obstajata tocki z},z} € I, da je |z}, — 2}| < 7 in
Fal) — F) > 5

Zaporedje () je omejeno (lezi na [a,b]), zato ima vsaj eno stekalisCe, recimo xy € 1.
Ker je f zvezna v tocki xg, obstaja &y, da je |f(z) — f(zo)| < § za |z — 20| < do.

Obstaja dovolj velik N, da je % < 6o. Ker je xq stekalisée zaporedja (z},), obstaja
n > N, da je |z, — 20| < 300. Velja Se |2}, — 2lt| < = < 3 < 18 Torej je

1 1
|2y, — o] < |z, — x| + |27, — 20| < 550 + 550 = 0.

Sledi | f(z};) — f(z0)| < § in od tod

, e €

[f(@n) = Flan)l < 1f(zn) = f@o)| + | f(wo) = flan)| < 5 + 5 =

kar pa zaradi |z}, — 27| < % ni mozno. |
n
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3 Diferencialni racun

3.1 Odvod

Dana je funkcija f:(a,b) — R. Zanima nas, kako se funkcijska vrednost f(x) spreminja
v odvisnosti od z.
Izraz
fle+h)— [fx)
h
imenujemo diferencni kvocient in je enak naklonskemu koeficientu premice skozi tocki

(z, f(z)) in (z + h, f(z + h)).
Naj bo x notranja tocka intervala /. Funkcija f:I — R je odvedljiva v tocki z, ce

obstaja limita
T ) = [ (@)
h—0 h

Vrednost te limite oznacimo z f'(z) in imenujemo odvod funkcije f v toéki x. Pravimo,
da je funkcija f odvedljiva na intervalu I, ¢e je odvedljiva v vsaki tocki na tem intervalu.

Definicijo lahko povemo tudi drugace. Stevilo f’(x) je odvod funkcije f v tocki x, ce
za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da iz 0 < |h| < ¢ sledi

flx+h) - fx)

Y — fl(z)] <e.

Zgled 46 Izracunaj odvod funkcije f, f(x) = x*, v tocki x.

Resitev. Racunajmo
(x+h)?2—2% . 2zh+h?

!/ — - = =

Zgled 47 Izracunaj odvod funkcije f, f(x) = %, v poljubni tocki x # 0.

Racunajmo
_ fle+h) —f@) . s i . w—(x+h) ~h 1
/ o o T r _ _ — .
fia) = Jim h =m RS Rl L A iy R

Zgled 48 Ali je funkcija f, f(z) = |x|, odvedljiva v tocki x = 0%

Resitev. Ker je

(O R [ S S
h10 h h10 h ho  h
. 0+nh 0 0+ h|—10 h
i JOH) = FO) oy OFRI=10F 2y
h10 h hl0 h hl0 h
limita lim w ne obstaja. Torej funkcija f ni odvedljiva v tocki x = 0. [ |

h—0
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V gornjem zgledu smo videli, da limita }llin% M sicer ni obstajala, leva in desna

fla+h)—f(z)
h

limita pa sta. Torej je smiselno definirati: Ce obstaja limita 1}%1 , pravimo, da

je funkcija f z leve odvedljiva v tocki x in oznac¢imo

. f(l"i‘h)_f(x)_ /
lim - = f1(@).

flz+h)—f(z)
h

Ce obstaja limita 1}%1 , pravimo, da je funkcija f z desne odvedljiva v tocki x in

oznacimo

. f (l’ + h) - f (l’) /
1 = :
im . fp(z)
Kot kaze zgled 48, obstajajo funkcije, ki so v neki tocki odvedljive z leve in z desne, vendar
sta ta dva odvoda razlicna in zato funkcija v tej tocki ni odvedljiva.

Neposredno iz definicije sledi, da je neka funkcija odvedljiva v tocki x natanko tedaj,

ko je v tej tocki odvedljiva z leve in z desne in sta levi in desni odvod enaka.
Zgled 49 Doloci vrednosti parametrov a in b tako, da bo funkcija f,

22, ce jex > 1 1in
f(x)_{ax—i-b, cejex <1,

odvedljiva v tockt x = 1.

Resitev. Vrednosti parametrov a in b moramo izbrati tako, da bo obstajala limita

}lin% w Ker sta za funkcijo uporabljena dva predpisa, si bomo pomagali z le-

vim in desnim odvodom v tocki x = 1. Izracunajmo najprej levi odvod:
a(l+h)+b—(a+b) . ah

. f(+h)— f(1)
/ I — — — =
fe(1) = lim h = h =l =

V izracunu desnega odvoda pa se zatakne:

Lo fAHR) =) (4R —(a+b) . (1—a—b)+2h+ R
fo(1) = lim h =l h =l h '

Ce naj gornja limita obstaja, mora biti a +b = 1. V tem primeru je

s . (I—a—=Db)+2n+h*  2h+h* _
fp(1) = 1}1%1 - = 1}1%1 P 1}1%1(2 +h)=2.

Torej bo funkcija v tocki = 1 odvedljiva, ¢e bo f;(1) = f,(1) oz. a = 2. Skupaj s
pogojem a + b = 1 izracunamo Se b = —1. [ |
Cemu pogoj a + b = 1 pri gornji nalogi? Ker je ligl f(z)=a+bin hﬂl flz)=1= f(1),
lahko pogoj a + b = 1 zapisemo tudi v obliki

lim £(x) = lim f(x) = £(1),

zT1 z]1

kar pomeni, da je funkcija f zvezna v tocki 1. Slednje velja tudi v splosnem:
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Izrek 36 Ce je funkcija f:1 — R v tocki x odvedljiva, je v tej tocki tudi zvezna.

DoKAzZ. Spomnimo se, da je stevilo f'(z) odvod funkcije f v tocki z, ¢e za vsak € > 0
obstaja § > 0, da iz 0 < |h| < § sledi

flx+h) = fx)

h —f/(l’) <ég,

kar lahko zapisemo tudi kot

|[f(x+h) = f(x) = hf'(x)] <elh].
Slednje lahko preoblikujemo v

|f(@+h) = f(@)| <|hl(e+ | (@)])-
Torej velja }llirr(l] f(x+ h) = f(x), kar je ravno pogoj zveznosti v tocki x. [ |

Kot kaze primer 48 (funkcija = +— |z|), je lahko funkcija v neki tocki zvezna, a ni odve-
dljiva. Obstajajo celo funkcije, ki so zvezne v vsaki tocki nekega intervala, pa v nobeni
tocki niso odvedljive.

3.2 Geometricni pomen odvoda

Naj bo f:I — R zvezna funkcija. Kot smo ze videli, je diferen¢ni kvocient

fl@+h)— [f(x)
h
enak naklonskemu koeficientu premice skozi tocki T'(z, f(x)) in Ti(x + h, f(z + h)), ki
jo imenujeno sekanta. Ko se h priblizuje vrednosti 0, se tocka T7 priblizuje tocki T
Ce sekanta limitira proti neki konéni legi, imenujemo sekanto v limitni legi tangenta na
krivuljo v tocki (x, f(x)). Smerni koeficient sekante preide v smerni koeficient tangente.
Tangenta na graf funkcije f v tocki (x, f(z)) oklepa s pozitivno smerjo abscisne osi kot

a, ki zadosca zvezi
flx+h) - f(z)

tga = f'(z) = }llirr(l]

h
Enacba tangente na graf funkcije f v tocki = se glasi Y —y = f/'(z)(X — z), enacba
normale (tj. pravokotnice na tangento) v tej tocki pa Y —y = —ﬁ(X — ), kjer smo

oznacili y = f(x).

Zgled 50 Zapisi enacbo tangente in normale na graf funkcije f, podane s predpisom
f(x) = 32% v tocki x = 1.

Resitev. Izracunajmo najprej odvod:

St h) = @) (@t k) -
! _ — —
Py = = =
3ha? 4 3h? h?
= i OV (307 + 3ha + B?) = 347

h—0 h h—0
Enacba tangente se torej glasi Y — 32® = 32?(X — z), kar nam za ¢ = 1 da ¥V =
£ +3(X —1)=3X — 2. Enacba normale pa je Y — 12° = —z5;(X —z), kar nam za z = 1
day =3 —3(X—-1)=—3X+2. ]
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Zgled 51 Poisci tocko na grafu funkcije f:(0,00) — R, f(x) = L, v kateri tangenta seka
abscisno os pod kotom 7. V kateri tocki ta tangenta seka ordinatno o0s?
Resitev. Tangente na graf funkcije v tocki (z, f(x)) ima enachbo Y —y = f'(z)(X — x),
kjer sta (X,Y) “tekoci koordinati” na premici, (x,y) pa fiksni koordinati na krivulji I'y.
Ker je f'(z) = —x%, velja
1 1

Y—EZ—P(X—«T),
od koder izrazimo Y = 2 — (X —z). Ker mora v tangentni tocki veljati f/(z) = 5 =1,
sledi x = 1. Enacba tangente se tako glasi

Y=1-(X-1)=2-X.

V tocki, kjer tangenta seka orditano os, velja X = 0, zato je Y = 2. Tangenta seka
ordinatno os v tocki (0, 2). [ |

3.3 Pravila za odvajanje

Neposredno iz definicije odvoda vidimo, da je konstantna funkcija odvedljiva v vsaki tocki
in da je njen odvod povsod enak 0. Ce ozna¢imo f(x) = ¢, potem za vsak z velja
flat+h)—flx) . c—c

T\ 18 _
Fo=m= ~

Izrek 37 Ce sta funkciji f in g odvedljivi v tocki x, je v tej tocki odvedljiva tudi funkcija
f+g invelja (f + g)'(x) = f'(z) + ¢'(2).

DokAz. Racunajmo

(f+a)@) = tmIFOEHN—(F+9)@) _

h—0 h
S h) gl h)— J(@) () _
h—0 h
oo St h) = f) L gl@th) —g(e) :
B R R i e S A A
Posledica 38 Ce so funkcije f1, fa, ..., fn odvedljive v tocki x, je v tej tocki odvedljiva

tudi funkcija fi + fo+ ...+ fo invelja (fi+ fot+ ...+ fu) =fi+fo+...+ f.

DokAz. Dokazimo trditev z indukcijo. Za n = 1 ni kaj dokazovati. Za n > 1 pa lahko
zapisemo

(it fot o+ o+ o) =(h+ ot +fa)+ =i+ ot o)+

kjer smo v prvi enakosti upostevali indukcijsko predpostavko za 2 ¢lena, v drugi pa in-
dukcijsko predpostavko za n — 1 ¢lenov. [ |

Izrek 39 Ce sta funkciji f in g odvedljivi v tocki x, je v tej tocki odvedljiva tudi funkcija
fg in velja (fg)'(x) = f'(z)g(x) + f(2)g ().
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DokAz. Rac¢unajmo

(fg)(x+h)—(fg)(x)

(fo)(@) = lm ) -
_ i fEHglg +h) — fa)g(z) _
0 h N
o Ut )~ @)l )+ (@) g+ h) o)
0 h N
o D) = f@ga ) @) g )~ o)
h—0 h h—0 h
h) — h) —
g I oy )y G = l0))
= [(x)g(x) + f(x)d'(2),
kjer smo zaradi zveznosti funkcije g zapisali ;lg% glx 4+ h) = g(z). [ |
Posledica 40 Ce so funkcije fi, fa, ..., fn odvedljive v tocki x, je v tej tocki odvedljiva

tudi funkcija fifo--- fn in velja
(fifer fo) = fifefe fot filsfor fut oot fifo o fuifo

DokAz. Dokazimo trditev z indukcijo. Za n = 1 ni kaj dokazovati. Za n > 1 pa lahko
zapisemo
(fifor--fu) = (fiforofood) fu+ (fifor fuot) fh =
= fifafar ot fifsfor fut oo+ fifo fai ]y,

kjer smo v prvi enakosti upostevali indukcijsko predpostavko za 2 faktorja, v drugi pa
indukcijsko predpostavko za n — 1 faktorjev. [ |

Posledica 41 Ce je f odvedljiva funkcija v tocki x in ¢ poljubna konstanta, je v tocki x
odvedljiva tudi funkcija cf in velja (cf) (x) = cf'(x).

DoxkAz. V izreku 39 upostevamo, da je odvod konstante v vsaki tocki enak 0. [ |
Izrek 42 Ce sta funkeiji f in g odvedljivi v tocki x in g(x) # 0, je v tej tocki odvedljiva
tudi funkcija % in velja (g)'(x) = L@@ -f@)g'@)

9*(z)

DokAz. Racunajmo

<£>/(x) = lim (e = ()) mw
g

_ gy flat hg(a) — fa)g(a+ h)
o hg(w)g(x + h)

_ g St ) — f(2))g(z) — f2)(g(x + 1) — g(2) _
" hg()g(x + h)
lim =g () — f (2) lim S50

h
lim g(x)g(x + h)
f'(x)g(x) — f(z)g'(x)
9*(x) ’
kjer smo zaradi zveznosti funkcije g zapisali lllir% gz + h) =g(x). [ |
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Izrek 43 (Verizno pravilo) Ce je f odvedljiva funkcija v tocki x in g odvedljiva funkcija
v tocki f(x), je tudi funkcija g o f odvedljiva v tocki x in velja g(f(x)) = ¢'(f(x))f'(x).

DokAz. Ker je g odvedljiva v tocki t = f(x), velja w = ¢'(t) + n(k), kjer je
]lﬁirr(l) n(k) = 0. Torej je g(t + k) — g(t) = kg'(t) + kn(k) za majhne k. Ker je f zvezna v

tocki x, bo za k(h) = f(x + h) — f(z) veljalo }llirr[l) k(h) = 0. Racunajmo

g(f(z+h)) — g(f(z)) 9(f(x) + k(h)) —g(f(x)) _

h h
_ 9(f(@) + k(h) —g(f(x)) k(h) _
k(h) h
_ g/(f<x>>f(x+h2l—f(x) _i_n(h)f(x—i—h})L—f(x)

Od tod sledi

g(f@) = lim -

h—0 h
- (g,< FapLEANZI@) | S - f<x>) _
= ¢ (f(2))f'(x)

Posledica 44 Ce je g inverzna funkcija k f in f(x) # 0, je g odvedljiva v tocki f(x), in
elja ¢/ ((x)) = 7l

DokAz. Ce je g inverzna funkcija k f, velja g(f(z)) = z. Torej je ¢'(f(x))f'(x) = 2’ =1,
od koder sledi ¢'(f(2)) = 755-

Zgled 52 Izracunaj odvod funkcije x — /.

Resitev. Oznacimo f(x) = z?. Potem je g, g(x) = \/, inverzna funkcija k f na intervalu

[0,00). Ker je f'(x) = 2z, po zgoraj dokazanem velja ¢'(f(z)) = f,}x) = L za vsak > 0.

2x
2 izpeljemo ¢'(y) = 2—\1@

Ce sedaj pisemo y =

3.4 Odvodi elementarnih funkcij

Polinomi in racionalne funkcije Naj bo f(x) = 2", kjer je n € N. Tedaj je

. flz+h)—flx) . (z+h)"—2a"
/ _ — A —
e -
L Z?:o (T;)xnﬂhl_xn T — (n n—izi—1y
= e = pm () -

= (=0

Racionalne funkcije odvajamo po pravilu za odvajanje kvocienta dveh funkcij (izrek 42).
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Eksponentna funkcija Oznacimo f(z) = e®. Tedaj je

L fleth) = fl) e e
!/ _ — —
foy = = ~
e € —1
= ¢e"lim
h—0

Ce postavimo t = e" — 1, velja }llir% e —1 = 0. Torej lahko zapiSemo saj je }llirr(l) JT’I =

1 1 1/t
111%1n(1+t) l{% m((1+6)7F — Tne

() = e”.

Za splogno eksponentno funkcijo pa lahko zapisemo a® = e*"¢. Ce oznacimo g(r) = e®
in f(z) = rlna, velja a® = €% = g(f(z)). Izracunajmo odvod po pravilu za odvod
sestavljene funkcije 43: Ker je ¢'(x) = (¢*) =€ in f'(x) = (x1na) = lna, je

(a®)' = g(f(2))" = ¢'(f(2))f'(z) = e""*Ina = a"Ina.

= 1, kjer smo upostevali, da je Pr%(l + )" = e. Torej je

Logaritemska funkcija Najbo f(x) = a®. Potem je funkcija g, g(z) = log, =, inverzna
funkcija k f in velja ¢'(f(x)) = /% = =, kar lahko preoblikujemo v (log, y)' = ¢'(y) =
ko postavimo y = f(z) = a®. Posebej: Ina’ = 1.

ylna’

Splosna potenc¢na funkcija Izracunali smo ze odvod funkcije f, f(x) " Kkjer je

cksponent n naravno stevilo. Ce pa je n poljubno realno stevilo, pisemo f (x ) ”h”” od

koder sledi 1 ]
f/(l’) — enlnx(nlnx>/ _ enlnx(n_) = nr"Z = nxnfl'
T T

Kotne funkcije Naj bo f(z) = sinz. Rac¢unajmo

flx+h)— f(x) sin(x + h) —sinz

/ .
xr) = lim = lim =
f( ) h—0 h, h—0 h,
2cos(z + ) sin & h sin &
= lim (x4 3)sin = lim cos(z + ) - lim —2 = cos z,
h—0 h h—0 27 h—0 5
T sin% . s m .
saj je lim —2 = 1. Ker je cosz = sin(Z — x), je
h—0 3 2
T T T T :
(cosz) =sin(= —z) =sin'(= —2)- (= —x) =cos(= —z) - (—1) = —sinz.
2 2 2 2
Iz tgx =
to sinz\’ sin’zcosx —sinxzcos’r  cosxcosz — sinx(—sinz) 1
xr = = = = .
& cos cos?x cos? x cos?x

Ciklometriéne funkcije Ker so te funkcije po definiciji inverzne h kotnim funkcijam,
si pri izracunu odvodov pomagamo s pravilom 44. Ra¢unajmo

1 1 1
(arcsinz) = = -

sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22’
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saj je cos(arcsinz) = v/1 — 22 (pisemo sint = z in upostevamo, da je sin®t + cos?t = 1).
Podobno izpeljemo Se

1 1 1
(arccosx) = = - _

cos'(arccosx)  —sin(arccosx) V1— 22

1 , 1 1
= cos”(arctgr) = — = :
tg?(arctga) +1 22 +1

in

arctgr) = —————
(arctgz) tg/ (arc tg x)

Zberimo odvode elementarnih funkcij v eno preglednico:

(¢)) =0, c konstanta (cosz) = —sinx
(") =ra™ !, reR to ) — 1
(") =e” (tg) cos?
(a®) =a®lna, a>0,a#1 (arcsinz) = ———
1 1 — 22
(Inz) = — ( y 1
x arccos ) = ————
T — 2
(log, x) = o’ a>0,a#1 11 t
zlna r_
(sinz)’ = cosx (arctg z)" = 2 +1

Zgled 53 Izracunaj odvod funkcije f, podane s predpisom f(z) =1In ﬁ—“

Resitev. Racunajmo

<lnx+1)’ _ ;.(z%—l)/:x—l (z+ 1) (@—1)— @@+ )@—1) _

x—1 x—1 r+1 (x —1)2
-1 1-(z—-1)—(x+1)-1 -1 -2 2
Cor+1 (x —1)2 o+l (z—-1)2 0 221

Do enakega rezultata pa pridemo nekoliko hitreje, ¢e opazimo, da je

x+1_
r—1

r+1Y 1 1 2
In = — = — .
r—1 z+1 x-1 2 —1

3.5 Diferencial funkcije

In In(z+1) —In(x — 1)

in od tod

Naj bo f odvedljiva funkcija, y = f(z). Spremembo vrednosti funkcije f pogosto ozna¢imo
z Ay. Podobno oznac¢imo spremembo vrednosti spremenljivke z z Az. S temi oznakami

lahko zapisemo
_flath) —fl®) . Ay
’ o _
i) = flLIE% h = Aimy Az’

Torej velja f'(x) — ﬁ—z =1, kjer gre pri Az — 0 tudi n — 0. Gornjo enacbo preoblikujemo
v

Ay = f'(x)Az + nAz.
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Kot smo ze omenili, gre hkrati z Az tudi n k 0, zato je Ay ~ f'(x)Ax.

Diferencial funkcije f v tocki z je enak produktu iz odvoda funkcije in diferenciala
neodvisne spremenljivke. Oznac¢imo dy = f(z) dx. Pogosto pisemo tudi f'(z) = g—g.

Ce je y posredna funkcija spremenljivke =, tj. y = f(u) in u = g(z), je dy =
(f(g(x)) dz = f'(u)g'(x) de. Ker je f'(u) = g—z in ¢'(z) = 2, lahko verizno pravilo
za odvajanje zapisemo z diferenciali kot

Ay _ dydu
dr  dudz’

3.6 Visji odvodi

Naj bo funkcija f na intervalu (a,b) odvedljiva in ¢ = f’ njen odvod. Ce je funkcija g
odvedljiva v tocki x, pravimo, da je funkcija f dvakrat odvedljiva v tocki x in oznac¢imo
f"(z) = ¢'(z). Funkcijo f” imenujemo drugi odvod funkcije f. Ce je drugi odvod odve-
dljiva funkcija, ozna¢imo odvod drugega odvoda z f” in imenujemo tretji odvod funkcije
f. Splosno velja: ce se da funkcija f n-krat zaporedoma odvajati, dobimo po n korakih
n-ti odvod, ki ga oznacimo z (™.

Vis§ji odvodi elementarnih funkcij Za f(z) = 2™ po vrsti izra¢unamo

(xm)/ — m:L‘m_l
(™) = m(m —1)z™?
(™™ = mm—1)...(m—n+1)z™™"
Ce je m naravno stevilo, bo (m + 1)-vi in vsi viji odvod enak 0. (tj. (z)™ = 0 za

n >m+1). Ce pa je m negativno celo itevilo ali m € R\ Z, pa noben odvod ne bo 0.

Za f(x) = sinz po vrsti izra¢unamo

(sinz) = cosz
(sinx)’ = —sinx
(sinz)” = —cosz
(sinz)® = sinaz.

Torej vidimo, da se odvodi ponavljajo s periodo 4. Z enako periodo se ponavljajo tudi
visji odvodi funkcije cos.

Za f(x) =Inz po vrsti izracunamo

(Inz) = L z7!
T
(Inz)" = —a272

(Inz)” = (=1)(-2)27% =273

Zaporedne visje odvode izracunamo enako kot pri visjih odvodih potenéne funkcije.
Za f(x) = a® paje f'(z) = a®Ina, od koder v splosnem sledi f™(z) = a*(Ina)".
Za vi§je odvode ciklometri¢nih funkcij pa v splosnem ne obstajajo lepe formule.
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3.7 Lastnosti odvedljivih funkcij
Naj bo f odvedljiva funkcija v tocki z. 1z

flx+h) - fz)

. gt
i h = [@)
sledi, da lahko zapisemo w = f'(z) +n(h), kjer za funkcijo n velja illirr(l] n(h) = 0.

Naj bo sedaj f'(z) # 0. Potem je v enakosti

fl@+h) = f(z) = h(f'(x) +n(h))

predznak vsote f'(x) + n(h) dolocen s predznakom stevila f’(z) in se za majhne h ne
spreminja. (Za majhne h je namrec |f'(x)| > [n(h)|.)
Ce je f'(x) > 0, za majhne h velja

f(z 4+ h) > f(x) natanko tedaj, ko je h >0,

kar pomeni, da je funkcija v okolici tocke x narascajoca.
Ce je f'(x) < 0, za majhne h velja

f(z+h) < f(x) natanko tedaj, ko je h >0,
kar pomeni, da je funkcija v okolici tocke x padajoca.

Ce pa je f'(z) = 0, velja

f(z+h) = f(z) = hn(h)
in o obnasanju funkcije v okolici tocke x ne moremo povedati nicesar. Za funkcije x — x
x +— —2% in x — 22 velja, da je njihov odvod v tocki 0 enak 0. Prva funkcija je v okolici

tocke 0 narascajoca, druga padajoca, tretja pa ni ne narasc¢ajoca in ne padajoca.

3

Y

Naj bo I odprt interval in f:I — R funkcija. Tocki x € I, kjer je f'(z) = 0, pravimo
stacionarna tocka funkcije f. Vrednost funkcije se v okolici stacionarne tocke pocasi
spreminja. Tangenta na graf funkcije v stacionarni tocki je vzporedna z abscisno osjo.

Funkcija f ima v tocki zy € I lokalni maksimum, ¢e obstaja tak 6 > 0, da za vsak
x € (xg — 0,20+ §) velja f(z) < f(zo). Funkcija f ima v tocki xy € I lokalni minimum,
¢e obstaja tak ¢ > 0, da za vsak x € (zg — 0,70 + 0) velja f(x) > f(zo). Ce ima funkcija
f v tocki xg lokalni maksimum ali lokalni minimum, pravimo, da ima f v tocki xq lokalni
ekstrem.

Izrek 45 Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki x lokalni ekstrem, je f'(x) = 0.

DokAZ. Naj ima f v tocki z lokalni maksimum. Ce ima lokalni minimum, dokazemo
trditev podobno.
Naj bo torej f(z 4+ h) < f(x) za vse h blizu 0. Za h < 0 torej velja

flx+h) - fx)

>0
h

in zato

z+h)— f(z
) = LEEN =10 4
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Za h > 0 pa velja
flz+h) - [f(z)

N <0
e fla+ 1)~ @)
fple) =lim S5 <.
Ker je f'(z) = fi(x) > 0in f'(z) = fp(x) <0, od tod sledi f'(z) = 0. |

Drugace povedano, odvedljiva funkcija ima lahko ekstreme le v stacionarnih tockah. Kot
kaze funkcija o — 23, pa obrat ne drzi. Tocka z je stacionarna, vendar je v okolici te
tocke funkcija narascajoca.

Izrek 46 (Rolleov izrek) Naj bo f:|a,b] — R zvezna funkcija, ki je na intervalu (a,b)
odvedljiva. Ce je f(a) = f(b), obstaja tocka € € (a,b), da je f'(§) = 0.

DoxkAz. Ker je f zvezna na zaprtem intervalu [a, b], zavzame maksimum M in minimum
m. Ce je M = m, je funkcija f konstantna, zato je f'(§) = 0 za vsak £ € (a,b). Ce
pa je m < M, zaradi pogoja f(a) = f(b) ne more zavzeti obeh ekstremnih vrednosti v

enaki ordinati, obstaja vsaj ena tocka na grafu funkcije, v kateri je tangenta vzporedna z
abscisno osjo.

Izrek 47 (Lagrangeov izrek) Naj bo f:[a,b] — R zvezna funkcija, ki je na intervalu

(a,b) odvedljiva. Potem obstaja tocka & € (a,b), da je f'(§) = w

DoxkAz. Funkcija g:[a,b] — R,

g(z) = f(z) — ﬁ(x —a),

je intervalu [a, b] zvezna in na intervalu (a,b) odvedljiva. Po konstrukciji je g(a) = f(a)

in g(b) = f(b) — W(b —a) = f(a), zato ustreza pogojem Rolleovega izreka. Torej
obstaja tocka & € (a,b), da je ¢'(§) = 0. Sledi ¢'(¢) = f'(&) — W = 0, kar nam da

() — [0)-1() =
f (f) b—a °

Tudi Lagrangeov izrek ima lep geometrijski pomen. Ce je funkcija med tockama A(a, f(a))
in B(b, f(b)) gladka, obstaja vsaj ena tocka na grafu, v kateri je tangenta vzporedna
premici skozi tocki A in B.

Zgled 54 S pomocjo Lagrangeovega izreka dokazi, da za 0 < a < b < 5 velja

b—a b—a
<tgb—tga<

(11)

cos? a cos?b’
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Resitev. Ker je tg'(z) = —5=, opazujmo funkcijo f, podano s predpisom f(z) = tgz.
Po Lagrangeovem izreku obstaja tocka £ med a in b, da je f(b) — f(a) = f'(§)(b— a) oz

tgb —tga = (b—a).

cos? &

Ker je funkcija cos na intervalu [0, ) pozitivna in padajoca, je funkcija z

. ) cos? x
narascajoca, zato za a < £ < b velja
1 - 1 - 1
cos2a  cos?é  cos?h
Ko slednje pomozimo z b — a, dobimo zeleno neenakost (11). [ |

Posledica 48 Ce je funkcija f na intervalu [a,b] zvezna, na intervalu (a,b) odvedljiva in
je f'(z) =0 za vsak = € (a,b), je [ konstantna.

DoKAZ. Vzemimo poljuben x € (a,b). Po Lagrangeovem izreku za funkcijo f na intervalu

[a,2], obstaja £ € (a,7), da je f(€) = Ker je f/(€) =0, je f(x) = f(a). Zaradi
zveznosti je f(b) = li%l f(x) = f(a). ToreJ Je res funkcija na intervalu [a, b] konstantna.

Posledica 49 Ce sta funkciji f in g na intervalu [a, b] zvezni, na intervalu (a, b) odvedljivi
in je f'(x) = ¢'(x) za vsak x € (a,b), obstaja konstanta ¢, da je g(x) = f(x) + ¢ za vsak
x € [a,b].

DokAz. Funkcija h = g — f ustreza pogojem prejsnje trditve, zato je ¢ — f konstanta,
recimo c. Torej je g(z) — f(z) = c oz. g(x) = f(x) + ¢ za vsak = € [a, b]. |

Gornjo trditev lahko enostavno povemo tudi takole: ce imata funkciji enaka odvoda, se
razlikujeta le za konstanto. Pri uporabi gornje trditve pa je potrebno paziti, da sta funkciji
res definirani na intervalih.

Zgled 55 Zapisi zvezo med arc cosx in arcsin .

Oznac¢imo f(x) = arccosz in g(x) = arcsinz. Ker je f'(x) = \/1%7 in ¢'(r) = -,
se odvoda funkcij x — —f(z) in x — g¢g(z) ujemata. Po zgornji trditvi je zato g(x) =
—f(z) + c oz.

arcsinz = —arccosx + c. (12)

Ko vstavimo primeren x, npr. x = 0, dobimo arcsin() = —arccos(0 + ¢ in od tod ¢ =

arccosOZ%. [ |

Izrek 50 Naj bo funkcija f na intervalu (a,b) odvedljiva. Ce je f'(x) > 0 za vsak x €
(a,b), je f naraséajoca. Ce je f'(x) <0 za vsak x € (a,b), je f padajoca.

DokAz. Izberimo zy,z9 € (a,b), x1 < xs. Po Lagrangeovem izreku za funkcijo f na

intervalu [zq,xs], obstaja £ € (x1,z2), da je f'(§) = Je2)=J@) v prvem primeru je

To—1T1
f(€) > 0, zato je % > 0, kar nam da f(z3) > f(x1). V drugem primeru pa je
f'(€) > 0, zato je % < 0, kar nam da f(z3) < f(x1). u
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3.8 Ekstremi funkcij

Spomnimo se, da za odvedljivo funkcijo f v lokalnem ekstremu zq velja f'(zo) = 0. Ali
velja obrat, tj. ali lahko iz pogoja f'(xo) = 0 sklepamo, da ima funkcija f je v tocki
xo lokalni ekstrem? Odgovor je v splosnem negativen: funckija, podana s predpisom
f(x) = a3, v tocki 1y = 0 nima ekstrema. Kot kaZe spodnji izrek, pa nam stacionarne
tocke kljub temu zelo koristijo pri iskanju ekstremov:

Izrek 51 Naj bo xg stacionarna tocka funkcije f.

1. Ce obstaja 6 > 0, da je f'(x) >0 zax € (v9—6,20) in f'(z) <0 za x € (x9, 20 +6),
ima funkcija f v tocki xo lokalni maksimum.

2. Ce obstaja § > 0, da je f'(x) <0 za x € (xo—9,70) in f'(x) >0 za x € (19,10 +9),
ima funkcija f v tocki xg lokalni minimum.

3. Ce obstaja § > 0, da je f'(x) enakega predznaka za vse x € (g — 6,20+ 8) \ {z0},
funkciga f v tocki x¢ nima lokalnega ekstrema.

DoxkAz. Po izreku 50 je funkcija narascajoca, ¢e je f/ > 0 in padajoca, ¢e je f' < 0.

V prvem primeru je f na intervalu (xo — 0, x¢) narascajoca, zato je f(x) < f(xzo) za
o —d < x < xy. Podobno je f na intervalu (xo, zo+0) padajoca, zato je f(zo) > f(x) za
xo < x < xo+ 0. Torej je f(x) > f(xo) za vsak x € (xg — §, 20+ 0) \ {zo} in je x lokalni
maksimum.

Drugi primer dokazemo podobno kot prvi.

V tretjem primeru pa npr. vzemimo, da je f'(x) > 0 za x € (z¢g — d, 20 + 9) \ {x0}.
Potem je na intervalih (zo — 6, x¢) in (2, o + ) funkcija f narascajoca, kar pomeni, da
je

fla1) < fxo) < fla2)

za vsak x1 € (xg — 0,x0) in vsak xy € (g, 209 + 0). Torej v tocki zy funkcija f nima
ekstrema. u

Pri prehodu preko stacionarne tocke so mozne stiri kombinacije predznakov in dve od teh
nam dasta lokalni ekstrem, v drugih dveh primerih pa ekstrema ni

+ . .
— 19 — lokalni maksimum
+ ..
— 19 — lokalni minimum
+ + .
—— 19 — ni ekstrema

— 19 — ni ekstrema

Zgled 56 Karakteriziraj vse stacionarne tocke funkcije, podane s predpisom f(x) = x? +
4r + 1.

Resitev. Ker je f'(z) = 2z + 4, je edina stacionarna tocka pri zp = —2. Iz zapisa
f(z) =2(x + 2) sledi, da je f(z) < 0zax < —2in f'(x) >0 za x > —2. Torej imamo
prehod oblike

— 3y -,

ki nam da lokalni minimum. [ |
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Zgled 57 Poisci vse ekstreme funkcije, podane s predpisom f(x) = 2° —2? —x + 1.

Resitev. Izracunajmo odvod: f/(z) = 3z*—2x—1. Ker je 32> —2x—1 = (3z+1)(z—1),
vidimo od tod, da je f/(z) =0 za x; = —3 in 2o = 1.

Cejex <y, je f'(x) > 0. Cejex; <x<umg,je f'(x) <0. Ce paje xg < x, je spet
f/(x) > 0. Pri stacionarni tocki #; = —3 imamo torej prehod oblike ' #; —, ki nam
da lokalni maksimum. Pri stacionarni tocki o = 1 pa imamo prehod oblike — x4 L,

ki nam da lokalni minimum. [ |
Zgled 58 Poisci vse ekstreme funkcije, podane s predpisom f(x) = (2x + 1)°.

Resitev. Ker je f'(z) = 5 (2z + 1) - 2 = 10(2z + 1)%, je edina stacionarna tocka pri
z9 = —3. Ker je f'(z) > 0 za vsak x # —1%, imamo pri zo prehod oblike 5 20 =, kar
pomeni, da v tej tocki ni ekstrema. [ |

Pogosto pa je funkcija, katere ekstrem is¢emo, (vsaj) dvakrat odvedljiva. V tem primeru
velja:

Izrek 52 Naj bo funkcija f dvakrat odvedljiva. Ce v stacionarni tocki o velja f(xq) < 0,
je v tej tocki lokalni maksimum. Ce v stacionarni tocki xo velja f"(x¢) > 0, je v tej tocki
lokalnt minimum.

DoxkAz. Oglejmo si primer, da v stacionarni tocki zo velja f”(zq) < 0. Potem je funkcija
g = [’ v okolici tocke zq padajoca. Torej obstaja 6 > 0, da je f'(z) = g(z) > 0 za
x € (xog—0d,29) in f'(z) = g(x) < 0zax € (xg,x0+7). Torej imamo za funkcijo f' prehod
oblike —— 9 —, kar pomeni, da je v tocki lokalni maksimum.

Ce pa v stacionarni tocki xo velja f”(xo) > 0, je funkcija f' v okolici tocke
narascajoca. Podobno kot zgoraj vidimo, da imamo v tem primeru prehod oblike —
T L, ki nam da lokalni minimum. [ |
Opozorilo. Ce je f”(z9) = 0 v stacionarni tocki xo, to ne pomeni, da v tej tocki ni
ekstrema, pac pa le, da o naravi stacionarne tocke ne moremo sklepati na podlagi drugega
odvoda. Za primer vzemimo funkciji f:x +— 2% in g: 2 — 2*, za kateri sta prvi in drugi
odvod v tocki xp = 0 enaka 0. Funkcija f v tocki xy nima ekstrema, funkcija g pa ima
lokalni (celo globalni) minimum.

—x

Zgled 59 Poisci vse ekstreme funkcije, podane s predpisom f(x) = x’e
Resitev. Odvajajmo:

fl(x) = 2ze™™ — 2% = (—2®+2x)e™®

() = (=22+2)e ™™ — (—2* +22)e" = (2 — 4o + 2)e”

Iz pogoja
fl(x) = (—2® +2z)e ™ = 2(2 — x)e "0

izpeljemo, da ima funkcija stacionarni tocki zy =0 in zo = 2. Iz f"(x;) = f"(0) =2 >0
sledi, da je v tocki z; = 0 lokalni minimum. Iz f”(zy) = f”(2) = —2e72 < 0 pa sledi, da
je v tocki xo = 2 lokalni maksimum. [ |
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Ekstrem zvezne funkcije na zaprtem intervalu Naj bo f:[a,b] — R zvezna funk-
cija. Po izreku 33 vemo, da zvezna funkcija f na zaprtem intervalu zavzame najvecjo in
najmanjso vrednst. Ce je funkcija f na odprtem intervalu (a,b) odvedljiva, je ekstremna
tocka stacionarna (izrek 45). Ekstrem pa lahko doseze tudi v krajis¢éu intervala ali pa v
tocki, kjer funkcija f sploh ni odvedljiva. Povzemimo:

Ce zavzame f v tocki x ekstremno vrednost, je x

e stacionarna tocka funkcije f ali
e krajiSce intervala ali

e tocka, v kateri f ni odvedljiva.

Zgled 60 Poisci najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f:[—1,2] — R, podane s pred-
pisom f(z) = 2%

DoxkAz. Stacionarna tocka je le ena sama: f'(z) = 2z in f'(x) = 0 le za x = 0. Ker
je f7(0) = 2 > 0, je v tocki = 0 lokalni minimum. Ker je f(x) > 0 za vsak z, je
v tocki = 0 tudi globalni minimum. Ker je f na intervalu (—1,2) povsod odvedljiva,

vrednost funkcije f enaka 4, funkcija pa to vrednost zavzame v tocki 2. [ |

Zgled 61 Poisci najvecjo in najmangjso vrednost funkcije f:[—1,1] — R, podane s pred-
pisom f(z) = 23.

Resitev. Ker je f'(x) = %x_% # 0, funkcija nima stacionarnih tock. Ekstrem lahko
nastopi Se v krajiscih (tj. pri z = £1) in v tocki x = 0, kjer funkcija f ni odvedljiva. S
pomocjo vrednosti f(1) =1, f(—=1) =1 in f(0) = 0 ugotovimo, da ima funkcija v tocki

x = 0 lokalni minimum, v tockah +1 pa lokalna maksima. [ |

3.9 Risanje grafov funkcij
Premica z enacbo y = kx + n je posevna asimptota funkcije f, ko gre x proti oo, ce velja

lim (f(x) — kx —n) = 0.

Tr—00

V tem primeru je kK = lim (Tx) in n = lim (f(z) — kx). Podobno je premica z enac¢ho

T—00

y = kx 4+ n posevna asimptota funkcije f, ko gre x proti —oo, ce velja

lim (f(z) —kz —n)=0.

Tr—

V tem primeru pa je k = lim @ inn= lim (f(z)— k).
Zgled 62 Zapisi enacbo posevne asimptote funkcije f, podane s predpisom f(x) = %

Resitev. Racunajmo

2
- hmf(l‘):hmxi_’_l:L

' _ z?+1 Lortl
n = gggggf(x)—kw)—ggg(x_l‘x)‘a}ir?ox—l_l'
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Enacba poSevne asimptote se torej glasi y = kx +n = x + 1 in je enaka tudi, ko gre x
proti —oo. |

Pripomniti velja, da lahko pri racionalnih funkcijah do posevne asimptote pridemo hitreje
z deljenjem polinomov. Ker je 22 +1 = (z — 1)(x + 1) + 2, lahko v gornjem primeru

zapisemo
2+ 1

= 1 .
x—1 (z+ )+:c—1

Ker je xh_)rgoﬁ = 0, velja xh_)rglo(f(x) — (x4 1)) = 0 in je zato y = = + 1 res poSevna

asimptota funkcije f.

Pri risanju grafov funkcij obravnavamo naslednje elemente:

e definicijsko obmocje, nicle in poli funkcije,
e ckstreme funkcije,
e asimptote

e in po potrebi prevoje.

Zgled 63 Narisi graf funkcije f, podane s predpisom

(1-=)°

f(l’):m~

Dy =R\ {—1}, nicle: {1}, poli: {—1}. Lokalni minimum pri x = —5. Prevoj pri (1,0),
(navpicna) asimptota x = —1, poSevna asimptota y = —x + 5.

A |
N 1Y
A
AY |
N |
A
N I
N |
AY
N I
N I
N
N I
A |
N I
N I
N I
A
N
AN
N
L
)
IR
I N
| AY
AY
I
| AY
N
—1 i1 N
1A
1 > T
AY
I
| A
N
| N
! AY
! N
| N
I S
! N
I
l

Zgled 64 Narisi graf funkcije f, podane s predpisom

3

f@) ==

Dy = (—00,0]U(2, 00), nicle: {0}, poli: {2}. Lokalni minimum pri z = 0, x = 3. Prevojev
ni, (navpi¢na) asimptota x = 2, posevna asimptotay =z +1lzaz — oo iny = —x — 1
za x — —oo. Pri x = 0 se graf dotika abscisne osi.
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Zgled 65 Narisi graf funkciyje f, podane s predpisom
f(z) =zn’z.

-2

D; = (0,00), nicle: {0}, maksimum (e2,4e~2), prevoj (e, e™!), asimptotitno navpicna

tangenta za x | 0.

1

O 1

Zgled 66 Narisi graf funkcije f, podane s predpisom

f(z) = arctg (1 + %) |

Dy = R\ {0}, nicle: {—1}, ni ekstremov, prevoj pri (—
za r — 00 In x — —00.

%, 7). vodoravna asimptota y = §
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Dy = R, nicla {0}, lokalna maksima v :I:? (ki ju izra¢unamo s pomocjo odvoda). V
x = 0 funkcija ni odvedljiva, f(0) = 0. (Globalni) minimum v x = 0.

Y
1

3.10 Odpravljanje nedolocenosti in L’Hospitalovo pravilo
Ce imata pri funkciji F, F(z) = 2% stevec in imenovalec v kaksni tocki a skupno niclo,

g(x)’
pravimo, da ima funkcija v tocki a nedolocenost oblike 2 o- Kljub temu pa je mozno, da

obstaja limita lim £ g(x Ce sta npr. f in ¢ polinoma, & = a pa enostavna nicla za f in g,

r—a

lahko zapisemo f(z) = (x — a)fi(z) in g(z) = (v — a)g(x). Tedaj je
i L@ _ o E=afil@) A file)

z—a I) T—a (I‘ — a)gl(x) r—a 91(@ gl(a).

_ 3

-1
21 7 2

Pogosto pa si lahko pri odpravljanju nedolo¢enosti pomagamo z odvodom.

Izrek 53 (L’Hospitalovo pravilo) Naj bosta funkciji f in g odvedljivi v okolici tocke a
in f(a) = g(a) = 0. Obstaja naj 6 > 0, da je g(x) # 0 in ¢'(x) # 0 za vsak x, za katerega

je 0 < |z —al <d. Ce obstaja hm (z), obstaja tudi lim g((g in sta enaki.

/( r—a
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DOKAZ. Vzemimo poljubno tocko z € (a — d,a + §) \ {a} in definirajmo A = fgg
Vpeljimo funkcijo F, F(t) = f(t) — Ag(t), definirano na intervalu med a in z. Tedaj je
F(a) = f(a) — Ag(a) =0 in F(x) = f(z) — % -g(z) = 0. Po Rolleovem izreku obstaja
tocka & = 5( ) med a in x, da je F'(§) = 0. Torej je F'(&) = f(§) — Ag'(§) = 0, kar nam
da A=

. Sedaj pa lahko izracunamo

@ e )

z-a g(z)  a—a g'(€)  o—a g()

Y

saj lezi £ med x in a in je lim £(z) = a. [ ]

Zgled 68 Izracunaj limito lim %=

= lim & = 5. ]
xrx—

Uporaba L’Hospitalovega pravila je vsekakor enostavna in je zagotovo najbolj priljubljena
metoda za izracun limit. Pravilo pa v sebi skriva kar nekaj pasti.

f(x) f(z).

e Najpogostejsa napaka je, da izraz 70 zamenjamo z odvodom ulomka ek tj. z
/ / ,
izrazom (%) Seveda pa to ni res, saj je (%) =1 (I)Q@@J;(x)g(m) in slednji izraz

zagotovo ni enak L E;”))

e Pred uporabo L’Hospitalovega pravila se moramo prepricati, da so izpolnjene VSE
predpostavke. Prav tako tudi ne smemo pozabti, da lahko s pomoc¢jo L’Hospita-
lovega pravila odpravljamo le nedolocenosti tipa g 9 (ali 2, kot pravi izrek 54). Ce
zelimo L’Hospitalovo pravilo uporabljati tudi v druglh primerih, moramo nedolocene
izraze najprej primerno preoblikovati.

Izrek 54 Naj bosta funkciji f in g odvedljivi v okolici tocke a in lim f(a) = lim g(a) = co.

,((”C), obstaja tudi lim fgxi

Ce obstaja hm in sta enak:. [ |

Brez dokaza povejmo Se, da lahko izreka 53 in 54 uporabljamo tudi v primeru a = oo ali

pa za enostransko limito lim g(z)) oz. lim £

zTa zla g(:c)

Odpravljanje nedoloc¢enosti tipa 8 ali 2. Ti dve nedolocenosti spadata v osnovno
verzijo L’Hospitalogega pravila.

Zgled 69 Izracunaj 11 m (z+1)'

Resitev. Gre za nedolocenost tipa %. Rac¢unajmo

, e’ —1 . e o B
D) e b=l
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Odpravljanje nedoloc¢enosti tipa 0- oo ali co - 0. Izraz f(z) - g(z) preoblikujemo v
ekvivalenten izraz % ali @. Izberemo seveda tak izraz, pri katerem je imenovalec lazje

o @ @
odvajati.

Zgled 70 Izracunaj li?gacln2 x.

Resitev. Gre za nedolocenost tipa 0 - 0o, zato je smiselno zapisati z In® z = 1;‘4{” Sledi

In?z 2lng -1 2Inzx 21
lim — = lim ——*% = lim = lim —2 = = limz® = 0.
z]0 ! 0 —x 2 rl0 —x—3 |0 3x—4 3 zl0

Opomba. 7 enakim prijemom je mozno dokazati, da je

limzln®x =0 za vsak a > 0.
z|0

Zgled 71 Izracunaj lim x%e 2.

Tr—00
~e . . . . _ 2 .
Resitev. Tokrat je smiselno zapisati z2e™% = Z . Sledi

. x? . 2x .2
lim — = lim — = lim — = 0.
r—o00 ¥ r—o00 €% r—o00 eT

Opomba. 7 enakim prijemom je mozno dokazati, da je

lim 2%¢™® =0 za vsak b € R.

r—00

(Ce je b < 0, ni kaj dokazovati. Ce je b > 0, pa zaporedoma uporabljamo L’Hospitalovo
pravilo.)

Odpravljanje nedolocenosti tipa oo — oco. Da bi lahko uporabili L’Hospitalovo pra-
vilo, moramo najprej izraz spretno preoblikovati.

Zgled 72 Izracunaj hl%( L _ 1)

rsinx 2
Racunajmo
. 1 1 . x—sinx
lim — -] = lm———=
z—0 \ zsinx x z—0 z2sinx

1 —coszx

im - 5
z—0 2rsinx + x*cosx

. sinx
= lim — P =
z—02sinx + 4xcosz — z?sinx
. CcoS T 1
= lim =

i—06cosT — 6rsine — 22cosz 6
Opazimo lahko, da je bilo zadnje odvajanje odvec, saj je

sin x 1
27
COST — I

T
sinx

2sinx + 4z cosx — x?sinx - 2+4

od koder sledi, da limita res . [
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Odpravljanje nedoloéenosti tipa 1>, oc? in 0°. Pri vseh treh nedolo¢enostih upora-

bimo enak prijem: izraz logaritmiramo in prevedemo na nedolocenost tipa 0- oo ali co- 0.

Natanéneje: ¢e zelimo izracunati lim f(2)9®) = L, izra¢unamo raje K = lim g(x)In f(x),
r—a

r—a

od koder potem sledi L = e¥.

Zgled 73 Izracunaj liﬁ)l x”.

Resitev. Ko logaritmiramo, dobimo In(z”) = xInz. Po Ze izracunanem je lig)lx Inz =0,
x

od koder sledi, da je iskana limita enaka ¢’ = 1. [ |
Zgled 74 Izracunaj lir%(e% + x)Y/>,

Gre za nedolocenost tipa 1°°, zato izraz logaritmiramo;

i%ln((e2x + ) = yi%é(en ba) = lry €2a:x—|— T _ }cigrg)w—+1 _ 5
in od tod iig(l)(e% + z)V/7 = €3, |
3.11 Taylorjeva vrsta
Ko vstavimo v polinom
f(x)=co+ x4z’ + ... +cpa”

izraz * = a + h, dobimo

fla+h)=co+ecila+h)+ca(a+h)?+...+cila+h)" (13)
Gornji izraz lahko preoblikujemo v

fla+h)=by+bih+bh*+ ...+ b,h", (14)

kjer je by, = bi(a). Po vrsti izracunamo

fla+h) = bo+bih+bh*+ ... +b,h",
flla+h) = by+2boh+...+nbh" ",
f'(a+h) = 2by+3-2bsh+...+n(n—1)b,h" 2

f™(a+h) - nn—1)---1
ff W a+h) =0

Ce sedaj v gornjih enacbah postavimo h = 0, dobimo f(a) = by, f'(a) = b1, f"(a) = 2by,
, f™*Y(a + h) = nlb,; torej

1
bkzﬁf(k)(a) zak=0,1,...,n,
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kjer smo definirali 0! = 1 in k! = 1-2---k za k € N. Ce sedaj to upostevamo v (14),

dobimo "
flath) =Y / '(a>h’“.
k=0

k!

Ker je a + h = x, lahko zapisemo Taylorjevo formulo za polinom f:

k) (g
fw) =3 D e (15)

Zgled 75 Zapisi polinom najmangse stopnje, za katerega je f(1) =1, f'(1) =3 in f"(1) =
6, vsi visji odvodi pa so enaki 0.

Resitev. Naj bo f iskani polinom. Ker je f*)(2) = 0 za k > 3, lahko postavimo n = 2.
Uporabimo formulo (15) in zapisemo

(k)
i) = S W o

Tk
= )+ PO =1+ ) 1) =

1
= 1+3(x—1)+§-6(m—1)2:3x2—3x+1.

o

Zgled 76 Zapisi polinom f(x) = z* + 2% po potencah izraza x + 1.

Resitev. Ker je z +1 = 2 — (—1), gre za razvoj polinoma okoli tocke a = —1. Po vrsti
izracunamo f(—1) = 0, f'(—1) = 32® + 2x|,—; = 1, f"(-1) = 62+ 2|,—_; = —4 in
f"(—=1) = 6|,—_; = 6. Torej po formuli (15) velja

Sk (—
f) = 2D -
= FED+ FEDE D+ D)+ 1P 4 D)+ 1) =

= 04+1-(z4+1)=2-(z+1)*+1-(xz+1)>

Opomba. Pripomniti velja, da lahko razvoj polinoma po potencah izraza (z + 1) eno-
stavno izracunamo tudi s pomocjo deljenja polinomov po Hornerjevi metodi. Racunajmo

1 1 0 0
—1 0 0
r=-1| 1 0 0 0] koeficient pri (z + 1)°
—1 1
r=-1] 1 -1 1] koeficient pri (x + 1)!
—1
r=—-1| 1 | -2]| koeficient pri (z + 1)?
r=—-1|[1] koeficient pri (z + 1)3
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Ce je f poljubna funkcija, ki je v tocki = a n-krat odvedljiva, lahko zapisemo polinom

") (g
:Zf k'( )(:c—a)k. (16)

Za polinom P, velja P,(a) = f(a) in pF ( )= f®(a) za k=1,2,...,n. V splognem pa
P,(x) ni enak f(z) za vsak x, ampak je le priblizek. Izraz

imenujemo ostanek v Taylorjevi formuli (in je odvisen od z, a in n.)

V nadaljevanju si oglejmo (n + 1)-krat odvedljivo funkcijo f:I — R. Naj bo z € I
poljubna tocka z odprtega intervala I. Postavimo

o=t S E e+ o (7).

Potem je g(a) = g(z) = 0 in po Rolleovem izreku obstaja tocka £ med a in x, da je
g'(§) = 0. Rac¢unajmo

k+1 noop(k) n T — 1) (—

— k! (x — a)nt!
(n-‘rl) n T — )"

Ker je ¢'(&) = 0, sledi W(x — &) = Ry () D" 5 6d tod

(w—a)nT1

P
(n+1)!

n+1

Ry(z) =

(z —a)

Gornji izraz imenujemo Lagrangeova oblika ostanka v Taylorjevi formuli. Povzemimo

Izrek 55 Naj bon € N in [ zvezna funkcija, definirana na zaprtem intervalu med a in
x, ki je na odprtem intervalu med a in x (n + 1)-krat odvedljiva. Potem obstaja Stevilo &
med a in x, da je

") (g (n+1)
fo =3 e —ap o E e

Pri fiksnem a je ostanek v Taylorjevi formuli odvisen Se od x in n. Pri funkcijah, ki so
neskon¢nokrat odvedljive, se lahko zgodi, da je lim R, (x) = 0. Za take funkcije velja

BYE) SE A OIAEAY

00
k=0

Gornji izraz imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f v okolici tocke x = a.
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Taylorjeva vrsta za e* Naj bo f(x) = e®. Videli smo 7Ze, da je f*)(z) = e” za vsak k.
Torej je razvoj pri a = 0 enak

1 1 1
f()—1+x+§x +3 S+, +ﬁx + R, (x),

kjer je R,(x) = (nil)!x”“eg. Ker je nh_)nolo R,(x) = nh_)rgo (”cn:ll),e = 0 za vsak = in vsak &, je

1
f()—1+:v—|—§x +—x+ Zk'

Razvoj za eksponentno funkcijo se torej glasi

1
e’ —1+x+gx —i——x—i— Zk' za vsak x € R.

Taylorjeva vrsta za sinxz Naj bo f(x) = sinz. Tedaj je

fl(x) = cosx=sin(z+3),
f'(z) = —sinz=sin(z+2-3),
f"(x) = —coszx=sin(z+3-7%),
fP(z) = sinz=sin(z+4-7%).

Torej za vsak k velja
f®(z) =sin(z + k- ).

Pri a = 0 je zato f'(0) =1, f”(0) =0, f(0) = —1, fV(0) =0, ..., kar nam da

& 2k+1
k x

1 1
f(x>_x—§x +§x o= (-1 D

k=0

Ostanek te vrste je namre¢ R, (x) = ( o sin(E+(n+1)- %) in podobno kot prej ocenimo

+
lim R,(xz) = 0. Torej je
1 1 OO $2k+1
smx—x—gm +§x +. :Z(—l)km za vsak € R.

k=0

Taylorjeva vrsta za cosx Taylorjevo vrsto za cos izpeljemo podobno kot vrsto za sin.
Navedimo le rezultat:

1 o
cosx—l—gm + 1 kz:
=0

za vsak x € R.

13. JUNLJ 2004, 23:19 62



Taylorjeva vrsta za (14 x)" Naj bo f(z) = (1 +2)". Potem je

fila) = r(l+a2),
f'(x) (1+2)7,
(@) = (- 1)

I
<
—~
=
|
—_
N—

Oz = r(r—=1)--(r—k+1)A+z)F
Za vsak k torej velja f*)(0) = r(r —1)---(r — k + 1) in lahko zapiSemo

fla) = 1+m'+r(r27 1)x2+r(r— 13)!(7"—2)x2+.”+r(7"— 1)--l-€!(r—k—i— 1)x2+Rn(as).

Dokazati je mozno, da je lim R,(z) = 0 za |z| < 1. Razvoj za potencno vrsto se torej

n—oo

glasi

r(r—1)x2+r(r—1)(r—2)$2+“.:Z
6

5 (;)mk za |z| < 1,
k=0

(14+2z)" =1+rz+

kjer smo oznaéili (f) =1in (}) = T(Tfl)(“i)!"'(“kﬂ).

Oglejmo si nekaj primerov razvojev v binomsko vrsto:

Za r = —1 imamo f(zx) = (1 4+ 2)~' = 1=. Po vrsti izracunamo () =-1() =1,
(;1) =—1,.... Torej je
1 2 _ 3
=l—o+z°—2°+... zalz|<Ll
1+
Ta razvoj pravzaprav ze poznamo. Gre za vsoto konvergentne geometrijske vrste s kvo-
. . oo 1 1
cientom ¢ = —z. Vsota jeres 1 —x + a2 — 2+ ... = Y 1 (—2)F = T=(-2) — T+a
11
Zar = 3 imamo f(z) = (1+2)2 = /T + . Po vrsti izracunamo (%) =1, (é) =2 (22 D~
1 1l_1).(L1_9 ..
-5 (3) = 22 3)!(2 ) — &=, ... Torej je
11, 1.,
Vidtr=14+-x— -2+ =z’ +... zalz| <L
2 8 16
Zar = —% imamo f(z) = (1 + T)77 = 11+z. Po vrsti izracunamo (_1%) = —1, (_2%) =
(=11 1 —L(-i-1)(-Li-2 ..
2(22 ) =3, () =+ 3,)( 2=% = -2 ... Torej je
1 1 3 )
=1— -+ -2>——2°+... zalz| <L
1+ 2 * 8 16 * =
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Taylorjeva vrsta za In(1 +2) Za f(x) = In(1 + z) lahko izracunamo

file) = a7,
f”(-fC) — _x—27
@) = (~1)(=2)a =2,

Sledi f*)(0) = (=1)*1(k —1)! in

N e
f(:p)—x—E%-?—Z%—....
Ostanek v Lagrangeovi obliki je enak R, (z) = (;}r)ln (lng)”Jrl in dokazati je mozno, da je

lim R,(z) =0 za |z| < 1. Razvoj za logaritemsko vrsto se torej glasi

.TQ .Z’S fL'4 > kill’k

Uporaba Taylorjeve vrste pri racunanju limit
Zgled 77 Izracunaj limito lin% 7%35;9/@

Resitev. Ker je

1 1 1 1
\3/1+:c:1+(i>x+(;)x2+...:1+§x+(;>x2+...,
velja \3/1—|—:E—\3/1—£L':§$—|—2(§){E3+...in

R e el §x+2(§)x3+... 9
lim = lim i
z—0 T 20 T 3
Zgled 78 Izracunaj limito hm gf—cosz
Reéite"-KerjeelevL:c—l—%xz—l—...incosle—%2-|- je
AL L Uk et CAREED) o Ul AR EED BN e TR
x—0 s x—0 T S .

Zgled 79 Izracunaj limito hm Inl+a)

Resitev. Ker jeIn(1+z) =z — 5:15 - %.2133 +...,]e

In(1 T—ir+ sz
TN Ch ) Bl ~1.
z—0 x x—0 x
Zgled 80 Razvij funkcijo f, f(x) = 1”2, v Taylorjevo vrsto okoli x = 0.
Resitev. Ker je 1+1 > = (1 4+ 2%)71, lahko uporabimo razvoj za f(t) = (1 +1¢)7! =
1 —t+t>—t34 ... okoli z = 0, v katerega pisemo t = x2. Sledi
1
f(2?) = T =1-2+2*—2°+... zalz| <l
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4 Integralski racun

4.1 Nedoloceni integral

Naj bo f:I — R dana funkcija, kjer je I C R odprti interval. Funkcijo F', za katero
je F'(z) = f(x) za vsak x € I, imenujemo nedoloceni integral funkcije f in oznacimo
= [ f(z) dz. Kot ze ime pove, nedoloceni integral ni dolocen enoli¢no, ampak velja

Izrek 56 Ce je F nedoloceni integral funkcije f, je njen nedoloceni integral tudi funkcija
G, G(x) = F(x)+c, kjer je c € R poljubna konstanta, in vsak nedoloceni integral funkcije
f ima obliko F(x)+c

DokAz. Po definiciji nedolocenega integrala je F'(x) = f(z), zato je tudi (F(z) 4+ ¢) =
F'(z)+d =F'(z2)+ 0= f(x).
Za drugi del dokaza pa vzemimo neko funkcijo G, za katero je G'(z) = f(z) za vsak
x € I. Ker je poleg tega se F'(z) = f(z) za vsak x € I, velja F'(z) = G'(x) za vsak z z
intervala /. Po posledici 49 Lagrangeovega izreka obstaja ¢ € R, da je G( )=F(z)+cH
Torej je [ f(x d:z dolocen le do aditivne konstante natancno Ce poznamo neko
funkcijo F, da je F = [ f(x) dz, smemo zapisati tudi F(z) +c= [ f(z

Zgled 81 Izracunaj fx2 dx.

Resitev. Ker je (2°) = 322, je (32%) = 2?. Torej je [a? dv = 32° + ¢, kjer je c € R
poljubna konstanta. [ |

Zgled 82 Izracunaj fﬁ dx.

Resitev. Spomnimo se, da je (1)’ = —=;. Torej je (7) = —ﬁ in zato [ ﬁ dx =
-Gt |

Tabelo integralov nekaterih elementarnih funkcij dobimo iz tabele odvodov elementar-
nih funkcij. Torej je

Jarde = 2™ e, r# -1 [Srde=tgz+c

[Ldr=Inz+c fﬁ dr = —ctgz +c¢

[emde =e" +c = IQdm—arcs1nx+c——arccosx+cl
Ja"de ==a"+¢, a>0,a#]1 fzgildx—arctgx%—c

[sinzdr = —cosxz+c f\/%dx:—ln(x—i-m)—l—c

. 1
[coszdr =sinz+c t

Pravila za integriranje

Izrek 57 Ce imata funkciji f in g nedoloc¢ena integrala, ga ima tudi njuna vsota in velja

J(f (@) + g(x)) do = ff(fv) dr + [ g(x) dx

Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(z)dz in G(z) = [g(z) dz. Tedaj je (F(z) + G(z)) =
F'(z) + G'(z) = f(x )+9( ) in zato f(f(l’) 9(x)) dr = F(x) + G(z). =

Izrek 58 Ce ima funkcija f nedolocen integral, ga ima za vsak k € R tudi funkcija g,

g(x) = kf(x), invelja [(kf(z))de =k [ f(z)dx
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Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(z) dv. Tedaj je (kF(z)) = kF'(z)) = k f(x) in zato
f(k?f(x))dw—k?F() u

Zgled 83 Izracunaj [(z° +3z72 + 1) dx.

Resitev. Racunajmo [( :E5 +3272+1)de = [2°do+ [3272de + [1de = 2%+ 3-

Lz _1+x—é6 3ot + u

S pomocjo gornjih dveh 1zrekov vidimo, da vsak polinom z realnimi koeficient premore
nedoloceni integral. Za polinom

f(.%‘) = anxn + an—lxn_l +...+ax+ag

tako velja

/f(x) der = /(anx" + a2+ ax +oag) dr =

= /anx”dx—i—/an1:c"1da:+...+/a1:cdx+/aod:c:

= a—”$”+1+£x"+...+ﬂx2+aoz.
n—+1 n 2

Zgled 84 Izracunaj integral [(z + 1)*(z — 1) dx.

Resitev. Ker je (z+1)*(z—1) = (22 =1)(z+1) = a*+2? —z—1, je [(z+1)*(z—1)dx =
J@+a?—x—1)de= [2¥de+ [2°de— [wde— [lde =2 + 32—tz —2. MW

N [—=

Izrek 59 (Pravilo zamenjave) Ce ima funkcija f nedoloceni integral in je g odvedljiva
funkcija z'ma nedoloceni integral tudi funkcija h, h(t) = f(g(t))-¢'(t), in velja [ f(x)dx =
[ (g '(t) dt.

DokAz. Naj bo F(z) = [ f(z) dr. Ce pigemo z = g( ) dobimo F(g (t)) ( ) in
G'(t) = F'(g ( ))g (t) = f(g(t ) (t ) Sledi F(x) = F(g(t)) = [ flg(t)g'(t) dt in
od tod [ f(z)dz = [ f(g(t))g'(t)dt u

Gornji metodi pravimo metoda zamenjave (substitucije) integracijske spremenljivke in
velja za eno najpomebnejsih integracijskih metod.

Zgled 85 Izracunaj [(3 + 22)** du.

Resitev. Ker je (3 + 22)* polinom, bi ga (naceloma) lahko eksplicitno izracunali in nato
integrirali po ¢lenih. Ker pa je stopnja v eksponentu neprijetno visoka, metoda v praksi
ni uporabna.

Oglejmo si, kako uporabimo metodo zamenjave. Oznacimo f(z) = (3 + 2x)*2. Torej

moramo izracunati integral [ f(z)dz. Ce oznacimo 3 + 2x = ¢, lahko izrazimo r = 52 =

2
g(t). Po izreku 59 je zato

[ra@ae = [saoygoa= 125 a-
_.i4

1 1
— t3:—t43 3 2 43
2 43 86 gg3 20" +e
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Obicajno uporabljamo metodo zamenjave v nekoliko drugacni obliki. Pri gornjem
integralu smo zapisali 3 4+ 22 = t. Da bi formalno uporabili metodo zamenjave, moramo
iz te zveze izraziti x kot funkcijo spremenljivke . Vendar tega v resnici ne potrebujemo.
Ce izraz 3 + 2z = t diferenciramo, dobimo dt = d(3 + 2x) = 2dx, od koder izrazimo
dr = 3dt. Torej je [(3+ 2x)2 dx = [t25dt = t% = (34 22)" +¢.

Zgled 86 Izracunaj [ —= dx

Resitev. Pisimo © — 7 =t. Torej je dt = d(z —7) =dz in [ do = [}dt =
In(z —7) +c. u

Zgled 87 Izracunaj [tgx dx.

Resitev. Ker je tgz = 222 in (cosz)’ = —sinz, je smiselno pisati cosz = t. Tedaj je
dt:—sinxdxinf%dx:—f%dt:—lnt:—lncosx+c. [ |
Prijem, ki smo ga uporabili v gornjem integralu, lahko zapisemo tudi splosno. Ce

lahko zapiSemo integrand f v obliki f(z) = *‘;/(Lf)) za kaksno funkcijo g, je t = g(z) ustrezna

zamenjava. Res: v tem primeru je dt = ¢/(x) dz in [ Z((:f)) de = [1dt=Int =Ing(z)+c.

Skratka: Ce je Stevec odvod imenovalca, je integral enostavno izracunljiv. [ |

S pomc¢jo pravila zamenjave izracunamo tudi npr. integrale [v2z —1dz, [ ﬁ dx,

S oo in [ = de
Izrek 60 (Integracija po delih) Ce obstaja eden od mtegmlov ff () dx in
[ g(z)f'(x) dz, obstaja tudi drugi in velja [ f(x)g'(z) dx + [ g(z) )dx = f(z)g(x).

DOKAZ. Recimo, da obstaja integral [ f(z)¢'(x) dz. Pisimo F(z) = [ f(z)¢'(z) dz.

Tedaj je F'(x) = f(x)g'(x). Ker je (f(x)g(x) — F(x)) = f’( )9 ( ) f(x)g'(x) — F'(x) =
f’(m)g( ) po definiciji nedoloéenega integrala velja f(z)g(z) — F(z) = [ f'(x)g(x) dz o

J [(@)g'(x) dz + [ g(x)f'(x) dv = f(x)g(x).

Opomba. Pogosto pisimo pravilo za integracijo po delih (per partes) v obliki

/udv:uv—/vdu
/vdu:uv—/udv.

Zgled 88 Izracunaj integral [ zlnx dx.

mN

Resitev. Bistvo uporabe metode integracije po delih je v tem, da integrand spretno
zapisemo v obliki f(x)¢'(z). Torej v obliki produkta dveh funkcij, od katerih bo po-
trebno eno odvajati, drugo pa integrirati. Ker nac¢eloma znamo odvajati vsako funkcijo,
je potrebno spretno izbrati tisto funkcijo, ki jo bomo integrirali. V danem primeru lahko

zapisemo u = Inz in dv = x dx. Tedaj je du = %dx, v = ;xz in lahko zapisemo
1 11 1 1 1 1
/a:ln:cda: =lnx- §x2 —/;51’2 = 51‘2111:6— i/mdx: 5&:2111:6— ixz—i-c.
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Zgled 89 Izracunaj integral [Inz dx.

Resitev. Ker funkcije In ne znamo neposredno integrirati, jo bomo odvajali. Integrirali
pa bomo tisto, kar je poleg nje. Skratka u = Inx, dv = dz in du = %d:c, v = x. Torej
lahko zapisemo
1
/lnxdx::vln:c—/x—d:c:xlnx—x—l—c.

T

Opomba. Opisana metoda je uporabna tudi v splosnem za izracun integralov oblike
[ f(z)Inz dz, kjer je f polinom. V tem primeru funkcijo In odvajamo, polinom poleg
nje pa integriramo. Pri integraciji po delih nam v drugem ¢lenu ostane tako le Se integral
polinoma, ki je enostavno izracunljiv.

Zgled 90 Izracunag integral [ z*e” dx.

Resitev. Ker je (e*)’ = e, je precej vseeno, ali bomo eksponentno funkcijo integrirali
ali odvajali. Ker je izraz poleg nje polinom (tj. x?), ga je korisnto odvajati in znizati
njegovo stopnjo. Skratka du = e” dx, v = 2? in u = €%, dv = 2z dx. Torej je [z2e” dx =
z?e® — [ 2ze” dx. V preostalem integralu je polinom nizje stopnje kot prej, zato postopek
ponovimo: du = e*dx, v =z inu = e*, dv = dx. Torej je fxexdx = xex—fe’” = xe’ —e”
in [2%e” dr = 2?e” — 2(xe® — e*) = (2 — 2z + 2)e”. |
Opomba. Opisana metoda je uporabna tudi v splosnem za izra¢un integralov oblike
[ f(z)e* dz, kjer je f polinom. V tem primeru funkcijo # — e® integriramo, polinom
poleg nje pa odvajamo. Pri integraciji po delih nam v drugem ¢lenu ostane tako le
Se integral podobne oblike, kjer pa je stopnja polinoma za 1 manjsa kot prej. Skratka
[ @) do = f(@)er — [ f(x)e” da.

Integrala oblike [ f(z)sinz dx ali [ f(x)cosz dz, kjer je f polinom, izra¢unamo po-
dobno. V tem primeru funkcijo sin ali cos integriramo, polinom poleg nje pa odva-
jamo. Pri integraciji po delih nam v drugem clenu ostane tako le Se integral podobne
oblike, kjer pa je stopnja polinoma za 1 manjSa kot prej. Skratka [ f(z)sinz dov =
—f(z)cosz + [ f'(x)cosz dx.

Zgled 91 Izracunaj integral [(z + 1)sinz dx.

Resitev. Pisimo u = x + 1 in dv = sinxdx. Tedaj je du = dx, v = —cosx in f(a: +
1)sinz de = —(x + 1) cosz + [cosz = —(x + 1) cosz + sinz. |

Zgled 92 Izracunaj integrala [ e**sinbx dx in [ €™ cosbx dx, kjer je a # 0 # b.

Resitev. Uporabimo metodo integracije po delih. Poskusimo s prijemom u = €% in
dv = sin bz dx. Tedaj je du = ae® dr in v = —% cos bx. Sledi
axr s 1 axr a ax
esinx dr = —5¢ cosbx%—g e cos bz dx. (17)
Integral [ e cosbx poskusimo izraCunati s podobnim prijemom: u = e in dv =
cosbr dx. Tedaj je du = ae® dx in v = %sin bz. Sledi
ax 1 ar _.: a axr
/e cosbr dr = 3¢ sin bx — E/e sin bx dz. (18)
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Ce sedaj upostevamo (18) v (17), dobimo

1 1
/e“x sinbx dx = —Ee‘”” cos bx + %(ge” sin bx — %/e” sin bx). (19)

Opazimo, da integral, ki ga zelimo izracunati, nastopa v gornji enacbi tudi na desni strani.
Pisimo [ e sinbx dx = I. Tedaj iz (19) sledi

1 1
I = —Ee‘w cosT + % <ge” sin bx — %]) ,

od koder izracunamo

2
1
I <1 + %) = —Ee“‘” cos bx + %e“m sin bx

in nazadnje I = GQL:I)Q(a sin bz — bcos bx). Sledi

/e‘w sin bx dx = a2€4+62(

asinbr — bcos bx)

in podobno Se
ar

e
" cosbr dr = ———=(acosbx + bsin bx).

/ a? + b? ( )
Opomba. Pri integralu smo dvakrat zaporedoma uporabili integracijo po delih. Vseeno
je, katero izmed funkcij bomo na zacetku integrirali, katero pa odvajali. Pomembno pa
je, isti tip funkcije (eksponentno ali trigonometriéno) tudi v drugem koraku integriramo.

Nazadnje omenimo $e, da lahko s pomoc¢no integracije po delih (z zelo veliko racunanja)
uzenemo vse integrale oblike [ f(x)e® sinbx dr in [ f(x)e™ cosbx dx, kjer je a # 0 # b,
f pa polinom z realnimi koeficienti. Pri tem moramo polinom vedno odvajati, preostalo
funkcijo pa integrirati tako, kot smo to storili v zgledu 92.

Integrali racionalnih funkcij Izracunati zelimo integral [ % dx, kjer sta p in ¢ po-
linoma.

Oglejmo si najprej enostaven primer. Naj bo ¢(z) = (axz + b)™, kjer je a # 0. Tedaj
lahko pisemo az+b = t. Od tod izrazimo x = +(t—b) in zapisemo p(z) = p(=(t—b)) = r(t).
Ker je dz = +dt, sledi | p@) gy — 1l % dt. Funkcija r(t) je Se vedno polinom v ¢, zato

(az+D)
ga lahko ¢lenoma delimo s t™. Dobljene integrale zlahka izracunamo.

Zgled 93 Izracunaj [

24z
e dx.

Resitev. Pisimo x — 1 = t. Tedaj je

2 t+14+(t+1) 24+ 3t+2
P+ ir — +1+(t+1) gt — + 3t + g —
(x —1)3 13 3

/ 1+3+2 dt =1Int 51
= —_— —_— —_— = ni—— - —= =
t 2 t 2

= ln(x_w_xil_(x—ll)?'
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Ce je v integralu f %dw, kjer sta p in ¢ polinoma, stopnja polinoma p visja od stopnje
polioma ¢, lahko polinoma delno delimo. Torej je p(x) = k(x)q(x) + r(x), kjer je stopnja
polinoma r manjsa od stopnje polinoma ¢q. Tedaj velja

[ g [HE )y (10 Y

Integral [ k(z)dz je enostavno izracunljiv. V preostalem integralu [ % dx pa je stopnja
Stevca manjsa od stopnje imenovalca.

Pois¢imo vse (realne in kompleksne) nicle polinoma g. Ker ima ta polinom realne
koeficiente, nastopajo realne ni¢le v konjugiranih parih. Potem lahko zapisemo

ale) = (o =)@ —22) e (= )
(=) =) @ = ) =) (=)™ = )

kjer je 1, ..., Tm € R, y1,...,y, € C\R. Kerje (x —y)(x —71) = 22 — (y1 +71)x + |y1 %,
kjer je a; = —(y1+71) in by = |y1]?, lahko zapisemo (z —y; )" (x —77)" = (22 +az+b1)%.
Poudarimo $e, da je polinom x? + a,z + b; nerazcepen v realnem.

Kvocient ;Eg lahko sedaj zapisemo v obliki

A A Aoy
@—(Hju 12 +...+;>+

r—x1 (z—mx1)? (x —zp)™

A A Ases
+( L +...+#>+

r—2xy (T —m9)? (x — x9)2

Anl AnZ Anan
- - o) 4

r—x, (r—mx,)? (x — x,)n
( Blll’ + 011 Blgl’ + 012 Blﬁlx + 01@1 ) T
2+ar+b (2+azr+b)? T (2t ax+b)h
+...+
Bix + Ch Box + Cho Bmgml’ + Cmgm
(x2+amx+bm (22 + amx + by)? L (:c2+amx—|—bm)5m) ’

kjer so A;;, B;j in C;; neznani koeficienti. Ko gornjo enakost pomnozimo s ¢(z) in od-
pravimo vse ulomke, dobimo enakost r(x) = s(x), kjer je s polinom, katerega stopnja je
manjSe od stopnje polinoma ¢. Neznani koeficienti A;;, B;; in C;; nastopajo kot koefici-
enti polinoma s. Ko izenacimo istolezne koeficiente polinoma s z istoleznimi koeficienti
polinoma r, dobimo sistem enach. Dokazati je mozno, da je ta sistem vedno enoli¢no
resljiv. Torej nam preostane le Se, da pokazemo kako izracunamo integral vsakega clena
posebej.

Zgled 94 Izracunaj [ .

z3—1

Resitev. Ker je stopnja polinoma v Stevcu veéja od stopnje polinoma v imenovalcu, lahko
delno delimo: z° = (23 — 1)z + 22. Torej je

z° 9 z? 1 3
/x?)_ldx:/x d:c—l—/xg_ld:c:?—i-gln(x —-1).
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Zgled 95 Izracunaj fﬁ dx

Resitev. Ker je z* — 1 = (x — 1)(z + 1)(z* + 1), napravimo razcep

1 B A n B +C’x—i—D
-1 x—1 z+1 224+1°

Ko odpravimo ulomke, dobimo

1 = A+ D) (2*+ 1)+ Bz - 1)+ 1)+ (Cx+ D)(a* - 1) =
*(A+B+C)+a2*(A-—B+D)+z(A+B—-C)+1(A— B - D).

Ko izenacimo koeficiente na levi in desni strani, dobimo sistem enach

A+B+C =
A-B+D =
A+B-C =
A-B-D =

—_ o o o

Iz 1. in 3. enacbe sledi C' = 0, iz 2. in 4. pa D = —%. Preostali enac¢hi dasta A = % in
B = —7. Sledi

Torej je

1 1 1 1
/m4_1dx:Zln(w—l)—Eln(x—i—l)—garctga:.

Integrale oblike [ (xf;f 7 dz smo ze izracunali:

Ay L
/ A gy = oGy I #L
(v — x;)7 Ajiln(z —z;), ¢ej=1.
J J J
(Tu si pomagamo z zamenjavo t = x — z;.)

Integrale oblike [ % dx pa bomo v nadaljevanju izra¢unali le v primeru, ko je

j = 1. (Tj. v primeru, ko polinom ¢ nima pravih kompleksnih nicel visje stopnje.)

Izracunajmo [ mQBf;;ib, kjer je polinom x%+az+0b nerazcepen v realnem; tj. a*>—4b < 0.

Izraz xQBf;;ib preoblikujemo v
Bx+C 1 B(2x+a) C — 1aB
24ar+b 2 a24+ar+b 22+ar+b
Torej je

L1,

B B —
/Lcdx— In(2? + ax +b) + arctg

& T sab
x>+ar+b 2 /b /b
Pri zadnjem integralu smo si pomagali z

1 1 1 1 1
/ﬁdx:—/Q—dt——arctgt——arctgﬂ
(r+p)?+q q) t2+1 q q q
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Zgled 96 Izmcvzmajfxgchl dx.

2—z—6

Resitev. Razcep na parcialne ulomke da

r+1 A B

x2—x—6_w—3+$+2'

Dobimo x +1=A(z+2)+ B(x —3) oz. A+ B=1,24—-3B =1, kar nam da A =
= 1. Sledi
5

x+1 4 1

Zgled 97 Izracunaj [ dx.

2+2m+2

Resitev. Delno deljenje: 223 = (22 + 22 4 2)(2z — 4) + (4x + 8). Sledi
273 4r + 8
—————dx = 20 —4)d — dx. =
/x2—|—2:13+2 v /(m ) x+/x2—|—2x—l—2 v

2(22 + 2) 4
= (22 -2 o R [
(x x)+/x2+2$+4dx—|—/(I+1)2+1d:p

= (2* —21) +2In(2® + 22 + 2) + darctg(z + 1).

Cﬂlvlk

Integracija trigonometri¢nih funkcij Integral oblike [ R(sinx,cosz) dzx, kjer je R
racionalna funkcija, lahko z univerzalno trigonometrijsko zamanjavo prevedemo v integral

racionalne funkcije, ki ga vsaj naceloma znamo integrirati. Pisimo

t=t x
Tedaj je
2dt
dr = ——
v 2+1
in
, 2 1—t2
smx:t2+1 in cosx:t2+1.

Zgled 98 [zracunaj f

sin

Resitev. Pisimo ¢ = tg 2. Tedaj je [ =L
|

1+¢2

sinx

Zgled 99 Izracunaj [ —— COMH dr = \/—arctg 5—2 +C.

Resitev. Pisimo t = tg%. Tedaj je [ de = [ i;—éﬂ C2a d ooz d

cos m+2

\/—arctgt f

de = [ 5 Zzdt = [1dt =Int =Intg £+C.
1+¢2

Integrale oblike f sm xcos” x dx, kjer sta celi stevili, lahko v primeru, ko je m ali n
liho $tevilo, uzenemo s primerno zamenjavo. Ce je m liho tevilo, postavimo t = cosz.
Ce je n liho, postavimo ¢ = sinz. Ce sta obe §tevili lihi, sta oba substituciji primerni.
Ce pa sta obe stevili sodi, moramo najprej z ustreznimi trigonometriénimi prijemi znizati

red.
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Zgled 100 Izracunaj [ sin®z cos® x dx.

Resitev. Ce pisemo t = cosz, dt = sinzdz, lahko izraéunamo f sin®zcos®x dx =
—[BA =) dt=— [P dt+ [t7dt = —3t* + §1° = —F cos* x4+ F cosC z + C. |

Zgled 101 Izracunaj [ sin®z cos® x dx.

Resitev. Raéunajmo sin® z cos? z dx = §sin®(2z) = il_%s(“) = £ — g cos(4z). Torej je
[sin*zcos?z de = ¢ [(1 — cos(4x)) do = £ — 5 sindax + C. [ |

Integracija korenskih funkcij Integral iracionalne funkcije, v katerih nastopajo izrazi
Va2 + a2, V2?2 — a2 ali va? — 22, najprej z ustrezno trigonometriéno zamenjavo preve-
demo na integral racionalne trigonometricne funkcije.

Zgled 102 Izracunaj [ va? — 22 dx.

Reéitev Vpeljimo z = asint. Tedaj je dz = acostdt in [Va? —2?de = [ a®cos* tdt =
5 f + cos(2t)) = %(t + 3sin(2t)). Ker je t = arcsin(2), lahko zapiSemo, sin2t =
2sintcost = 2§,/1 — (%)= Qz—jx/az — 22, Sledi

1
(t +3 sin 2t) =

/\/ a? —x2dx =
1
= (arc sin( )+ \/ a? — ) —a? arc s1n(x) + 5332 a? — a2
a

SIS

Ce v integralu nastopa vx? + a2, je x = atgt primerna substitucija, za integral z

V2 —a? pa sta x = =% ali x = =% primerni substituciji.
sint cost

4.2 Doloceni integral

Naj bo [a, b] poljuben zaprt interval in f:[a,b] — R omejena funkcija. Radi bi izrac¢unali
ploscino lika med abscisno osjo in grafom funkcije f na intervalu [a,b]. Priblizno lahko
ploséino lika izraéunamo tako, da ga razrezemo na navpicne trakove. Cim ozji so trakovi,
tem boljsa je aproksimacija za plos¢ino. Pricakovati je, da bomo najbolj natancen rezultat
dobili v limiti, ko gredo Sirine trakov proti 0.

Vzemimo na intervalu [a, b] konéno zaporedje tock

Aa=Tog<T1 <Tyg<...< Ty, ="

Te tocke razdelijo interval na n podintervalov. Njihove dolzine A, = xp — z_1 so lahko
razlicne. Dolzino najdaljsega med njimi oznac¢imo z L. Torej je

L = max{A1, Ay, ..., Ay}

Nadalje naj bo & € [x_1,x)| poljubna tocka. Izraz
o= f(&) (@ —wr1)
k=1
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imenujemo Riemannova oz. integralska vsota funkcije f pri dani delitvi D intervala [a, ]
na podintervale.

Stevilo I imenujemo doloceni integral funckije f na intervalu |a,b], e za vsak € > 0
obstaja ¢ > 0, da iz L < § sledi |I — | < €. Ce tako stevilo I obstaja, pravimo, da je
f integrabilna na intervalu [a,b] in oznac¢imo I = fabf(x) dx. Interval [a,b] imenujemo
integracigski interval, Stevili a in b spodnja in zgornja meja integracije, x pa integracijska
spremenljivka.

Definicijo dolocenega intervala lahko povemo tudi drugace. Stevilo I je doloceni inte-
gral funkcije f na intervalu [a, b], ¢e se od njega locijo integralske vsote funkcije f za vse
zadosti drobne delitve intervala [a, b] tako malo, kot hocemo. Zapisati smemo tudi

/ f(z) dz = %{%Zf(fk)(xk — Tp—1).
a k=1

Zgled 103 Izracunaj fab:cd:c
Resitev. Razdelimo interval [a, b] na n podintervalov z delilnimi tockami
Aa=To <11 <Tg<...<x,=0"0.

Za tocko & € [x_1,x)] vzemimo kar sredino ustreznega intervala: &, = %(xk_l + xp).
Tedajje o = Y70, (&) (@r—ar-1) = 24y pmn—rtan)(@a—zp1) = 5 20, (e —af_y) =
%(b2 —a?), saj se v tej vsoti vsi vimesni ¢leni odstejejo. Ker je funkcija f, f(z) = x, zvezna,
je integrabilna (izrek 61), zato je limita

L—0

lim Z (&) (@ — Tp—1)

neodvisna od izbire delilnih tock & € [xx_1, zg]. Sledi ffx dr = 3(b* — a?). |

1
2
Dokazati je mozno, da vse dovolj “lepe” funkcije premorejo doloceni integral. Natancneje:

Izrek 61 Ce je f:|a,b] zvezna funkcija, je tudi integrabilna na intervalu [a,b].

Geometrijski pomen integrala Najbo f na intervalu [a, b] zvezna in nikjer negativna.
Graf funkcije f, abscisna os ter premici z = a in x = b, omejujeta lik 7', ki ga imenujemo
krivocrtni trazpez. Dolo¢imo njegovo plos¢ino.

Razdelimo interval [a, b] na podintervale z delilnimi tockami a = xg < 21 < 29 < ... <
x, = b in ozna¢imo L = max{xy —xk_1; k =1,2,...,n}. Za vsak k ozna¢imo z my, in M,
natancéno spodnjo in natancno zgornjo mejo funkcije f na intervalu [xy_q,x|. Narisimo
nad vsakim intervalom [z;_1, zx] pravokotnik z visino my. Tedaj je

S(T) =" mp(zx — xp1) < S(T).
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Stevilo S(T') imenujemo spodnja integralska vsota za f na intervalu [a, b]. Podobno lahko
nariSemo nad vsakim intervalom [xj_1, x| pravokotnik z visino Mj,. Tedaj je

k=1

Stevilo S(T') imenujemo zgornja integralska vsota za f na intervalu [a, b].
Ker je funkcija f zvezna na intervalu [a, b, je integrabilna in je zato

%li%ﬁ( )—th /f
Ker pa je S(T) < S(T) < S(T), od tod sledi S(T) = [’ f(z) dz in je stevilo S(T)

neodvisno od delitve intervala [a, b] na podintervale. Torej smo dokazali:

Izrek 62 Ce je f:[a,b] — R zvezna in nenegativna, je ploicina lika, ki ga omejujejo graf
funkcije f, abscisna os ter premici x = a in x = b, enaka f: f(z) dx.

Posledica 63 Ploc¢ina lika med grafoma zveznih funkcij f in g na intervalu |a, b] je enaka

2 g(x) — f(@)] da.

Lastnosti dolocenega integrala

Izrek 64 Ce sta funkciji f in g integrabilni na intervalu [a,b], o in B pa poljubni realni
tevili, je funkcija h, h(z) = af(x) 4+ Bg(x), tudi integrabilna na intervalu [a,b] in velja

/ab(af()+ﬁg x—a/f d:c+ﬁ/

DoxkAz. Najbo D katerakoli delitev intervala [a, b]. Potem je integralska vsota za funkcijo
h enaka

Zh &) (2 — Tp-1) = Z(Oéf(&:) + B9 (&) @k — 2p-1) =

k=1

Ce je delitev intervala dovolj drobna, je vrednost desne strani poljubno blizu §tevila
o fj flz)de+p f;g(x) dx, leva pa blizu ff(af(a:) + [Bg(x)) dx. Torej je res

/ab(@f(x) + Bg(z)) dv = a/abf(x) dr + ﬁ/abg(x) dr

Izrek 65 Ce je f na intervalu [a,b] zvezna in ¢ € (a,b) poljubno stevilo, je

[ 0= [ 1w [ s
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DoxkAz. Ker je funkcija f zvezna na [a, b, je zvezna tudi na intervalih [a, ¢] in [c, b], zato
integrala f;f(a:) dr in fcbf(x) dx obstajata. Vzemimo sedaj tako delitev a = 2o < 11 <
To < ... < x, = bintervala [a,b], da je v njej ¢ delilna tocka — torej ¢ = x,, za neki m,
1 <m < n. Tedaj je

S FE @k —mea) =Y fG) mn —aen) + Y F(&) (@ — zm).

k=1 k=1 k=m+1
Od tod sledi gornja zveza, ko gredo dolzine vseh delilnih podintervalov k 0. [ |
Izrek 66 Ce v integralu zamenjamo meji, spremeni predznak: fba flz)de = — fab f(z)dx.

Dokaz. Ce zamenjamo meji, je treba vse razlike zp — x;_; nadomestiti z razlikami
Tp—1 — xp = — (2 — Tp_1), zato dobi vsak clen v integralski vsoti nasproten predznak. H

Posledica 67 Velja [ f(x) dz = 0.

DoxkAz. Po gornjem izreku je [* f(z) de = — [ f(x) dz, torej je 2 [7 f(x) dz = 0 oz.
[2 f(z) dz = 0.

Izrek 68 (Izrek o povprecni vrednosti) Naj bosta m in M natanéna spodnja in zgor-
nja meja funkcije f na intervalu [a,b]. Potem obstaja tocka p € [m, M], da je

b
bia/ f(z) dz = p.

Ce je f na intervalu [a,b] zvezna, obstaja taka tocka € € [a,b], da je

1 b
= | 1= r©.

Dokaz. Ker je m < f(z) < M za vsak x € [a, b], lahko integralsko vsoto za f ocenimo:

Torej je

a

in je res ﬁ fab f(2) dz = p za neko stevilo p € [m, M]. Ce je f zvezna funkcija, zavzame
vse vrednosti med svojo najmanjsSo in svojo najvecjo vrednostjo, zato obstaja &, da je
f(&) =p
1 b
dr = )
= | 1@ e = 5o
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4.3 Zveza med doloc¢enim in nedolo¢enim integralom

Naj bo f:[a,b] — R integrabilna funkcija. Tedaj je za vsak = € [a, b] funkcija F', F(z) =
[ f(t) dt, dobro definirana.

Izrek 69 Ce je f:[a,b] — R integrabilna, je funkcija F, F(z f f(t) dt, zvezna.

Dokaz. Ker je F(a:+h) fﬂhf()dt in F(z) = [T f(t)dt, je F(x + h) — F(z) =
fa”h f@E)ydt— [T f(t)dt = f;+h f(t)dt = p(h)h, kJer smo v zadji enakosti upostevili izrek
0 povprecni vrednosti. Stevilo p(h) lezi med m in M, kjer sta m in M najmanjsa in
najvecja vrednost funkcije f na inervalu [a, b]. Torej je

|F'(z+h) = F()| = [p(h)h| < |h| max{|m], [M]}.
Torej je za majhne h sprememba F(x 4+ h) — F'(x) poljubno manjhna. [ |

Izrek 70 Ce je f: la,b] — R zvezna funkcija, je funkcija F', F(x f f(t)dt, odvedljiva
in velja F'(x) = f(x) za vsak x € (a,b).

Dokaz. Ker je f zvezna, obstaja tocka € med z in z 4+ h, da je F(z + h) — F(z) =

[ @y dt — [T @) dt = [T () dt = f(€)h. Torej je f(€) = L@ Ky gre
h — 0, gre tudi £ — x, zato je }llirr(l) w = f(x). Sledi F'(x) = f(x). |

Izrek 71 (Osnovni izrek infitenzimalnega racuna) Doloceni integral zvezne funkci-
je je kot funkcija zgornje meje nedoloceni integral funkcije pod integralskim znakom.

DoxkAz. Ker je F'(x) = f(x), se funkeiji F(z) in [ f(t) dt razlikujeta za konstanto.

Torej F(z) = [T f(t) dt + C. Ker je [T f(2) dt =0, je C = F(a). Sledi [T f(t) dt =
F(z) — C F(z) — F(a). [ |

Gornji izrek lahko povemo tudi drugace. Ce je F katerikoli nedolo¢eni integral funkcije
f, za doloceni integral velja

Pogosto pisSemo

ali celo

a

¢e v integralu nastopa vec¢ parametrov.
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Racunanje dolocenega integrala Pri racunanju doloc¢enega integrala si najpogosteje
pomagamo s prejsnjim izrekom in najprej izracunamo nedoloceni intagral.

Zgled 104 Izracunaj f_21 2% dx.
Resitev. Ker je [2? dz = 3a?, je ffl a? do = 3232, = £(28 — (—-1)*) = 3. n

Zgled 105 Izracunaj f13(4x2 —2x) dz.

Resitev. Racunajmo f14(x2 —2z)der = (328 —2?)[{=(5-4°-4)-(3-1°-1?)=6. m
Zgled 106 Izracunaj fOW/Q sin’ x dz.

Resitev. Izraz pod integralom najprej preoblikujemo: sin®z = 1(1 — cos2z). Tore]
je [sin*zdr = [3(1 — cos2z) dz = £ — $sin(2z) in od tod foﬂ/z sinz dv = (£ —
Tsin(2z)) - T [

Opozorilo. Pri uporabi izreka 71 moramo biti pazljivi. Za [ f(z) de = F(x) res velja
fab f(x)dx = F(z)|® = F(b) — F(b), a ne smemo spregledati pogoja, da mora biti funkcija
f na intervalu [a, b] integrabilna. Tako je npr. racun

21

1 .1:2

1, 1 3
= — — :———1:——
%,

2 2

o¢itno napacen, saj je podintegralska funckija pozitivna, integral pa negativen. Tezava

se skriva v tem, da funkcija F', F'(x) = —%, ni nedoloceni integral funkcije f, f(x) = ;—2,

na intervalu [—1, 2], saj na tem intervalu povsod niti definirana ni.

Pri racunanju nedolo¢enega integrala si pogosto pomagamo s pravilom zamenjave. Ce
pisem = = g(t), velja [ f(z)dz = [ f(g(t)) ¢ (t)dt = G(t) = F(x), kjer smo v funkciji G
zamenjali t = g~'(x). Ravno ta korak pa je pogosto v praksi tezko izvedljiv ali pa vsaj
racunsko neugoden, saj to pomeni, da moramo izracunati tudi inverz g—!. Pri zamenjavi
v doloceni integral pa zadnji korak ni potreben, saj lahko meje sproti transformiramo.
Velja izrek

Izrek 72 (Pravilo zamenjave v doloceni integral) Naj bo g: [a, ] — R zvezna, mo-
notona in odvedljiva funkcija na intervalu [o, §]. Tedaj je

b 16}
/ f(z) de = / Flo(t)) - g/(¢) dt,

kjer smo oznacili a = g(a) in b= g(f).

Dokaz. Naj bo F(z) = [ f(z) dz. Tedaj je

B b
[ttt g 0 de = P02 = Flota)) ~ Flo(9) = F0) ~ Fla) = [ 5@,
kjer potrebujemo monotonost funkcije g zato, da je g: [, 5] — [a, b] bijekcija. [ |

Zgled 107 Izracunaj [ va? — 22 dx.

13. JUNLJ 2004, 23: 19 78



Resitev. V zgledu 102 smo s pomocjo izreka 59 o zamenjavi v nedoloceni integral

izracunali [ va? — 22 dz = Ja? arcsin(2) + s22Va? — 22, torej je

1

“ 1 1
/ Va2 —x?dr = (§a2 arc Sin(z) + —2?Va? — 22| = §a2 arcsin 1 = %aQ.
0 a

DO |

S pomocjo izreka 72 pa pri zamenjavi x = asint izracunamo

a® t 1. w T
?(5 + 581n2t)|0 = Za2.

a w/2 w/2 a2
/ \/@2—x2dx—/ a20032tdt—/ 5(14—008215):
0 0 0

Opozorilo. Pri uporabi pravila zamenjave v doloceni integral moramo biti nadvse pre-
vidni. Najpomembneje je, da za Zamenjavo uporabimo bijektivno funkcijo. Tako npr.
substitucija t = sinx v integral fow sin? x dx o¢itno nima smisla, saj bi dobili foﬂ sin? xdx =
fo \/ﬁ dt = 0, kar ne drzi, saj je sin®z > 0 na intervalu (0, 7).

Za izracun dolocenega integrala si lahko pomagamo tudi z metodo za integracijo po delih.

Velja namrec

Izrek 73 (Integracija po delih) Ce sta f in g odvedljivi funkciji na intervalu [a,b],
velja

b b
[ #a)g@) do = (10190 - Fla)gla)) = [ g(a)f (@) de

DOKAZ. Ker za H(x) = f(x)g(x) velja H'(z) = (x)bg(x) + f(2)d'(x), je H(x) =
f(f( )9 )+ [g(@)f'(x)) dz. Torej je H(b) — H(a) = [, (f(x)g(x) + g(x)f'(x)) d =
f f(z)d (x) dx + f g(x)f'(x )dx, od koder sledi

/f@ﬂ@=H@—H@—/ﬂ@ﬂ@wzﬁ@WW#@wm—/m@ﬂ@M

Zgled 108 Izracunaj [ xsinx dx.

Resitev. Ker gre za integral oblike [p(z)sinz dz, kjer je p(z) = x polinom, je pri
integraciji po delih ugodno polinom odvajati, trigonometricno funkcijo poleg njega pa
integrirati. Torej foﬂxsinx dr = —xcosz|f + fo7T cosx dx = m + sinz|] = m, kjer smo v
prvi enakosti upostevali u = z, dv = sinx dx in du = dx, v = — cosx. [ |

Zgled 109 [zracunaj fjl re¥dr.

Resitev. Uporabimo podoben prijem kot v prejsnjem zgledu. fil retdr = we'|l, —
[letder = (e+e) =€l = (e+e ) = (e—e ) = 27", kjer smo v prvi enakosti
upostevali u = x, dv = e* dx in du = dz, v = €. [ |

Zgled 110 Izracunaj f1 z(lnzx + 1) dz.
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Resitev. Integral lahko zapisemo kot vsoto dveh integralov:

2 2 2
/ m(lnm—l—l)dx:/ xlnxdx+/ x dz.
1 1 1

Ocitno je fl rdr = —x 22 = —(4 — 1) = 5. Za izracun integrala ff 2 Inz dx pa uporabimo
integracijo po delih. Za du = xdx, v = lnx velja u = 2%, dv = 2 dz in fllenx dr =
se?lnz|f — 121 2. ldy =2In2— 2%} = 2In2 — 2. Torej je
2 3, .3 3
rz(lnz+1)der =22 —--)+-=2In2+ -.
: TR 4

Zgled 111 Izracunaj fol e”_% dx.

Rleéitev. Poskusimo z zamenjalvo t = €% dt = e*dx. Sledi dv = t~'dt Tedaj je
fo m=doe = [ =t7'dt = [ 25 dt = arctgt]{ = arctge — T

Posploseni integral Pri definiciji dolocenega integrala smo zahtevali, da je integracij-
sko obmocje zaprt (torej tudi koncen) interval, funkcija, ki jo integriramo, pa na njem
omejena. V tem razdelku bomo razsirili pojem dolocenega integrala na primer, ko kaksen
od gornjih privzetkov ni izpolnjen. Take integrale imenujemo posplosene oz. izlimitirane.

Vzemimo najprej primer, ko funkcija f:[a,b] — R ni omejena in ima natanko en pol
na intervalu [a, b].
Recimo, da ima f pol v tocki b, sicer pa je na intervalu [a, b) omejena. Potem za vsak

€ > 0 obstaja integral f;_s f(z) dz. Ce obstaja lilr(r)l fab_e f(z) dx, oznac¢imo

b b—e
/ f(z) de = hf(r)l f(z) dx

Ce ima f pol v tocki a, definiramo fabf(x) dx podobno. Ce obstaja li%l fab% f(z) dx

oznacimo

/ f(z) de = lim f(z) dx

el0 ate

Ce ima funkcija f pol v kaksni tocki ¢ € (a,b), integracijsko obmocje razdelimo na dva
dela. Ce obstajata integrala [ f(z) dz in fcbf(m) dx, ozna¢imo

/ab Ry /cb f(@dm:g% / (o) i+l i F(o) da

Opozorilo. Limiti hl%l [ f(z) dz in hm f ) dr ne smemo zdruZiti v eno limito,
&g

im ( / " @) do+ i () da:) | (20)

saj sta limiti med seboj neodvisni.

tj. v

Zgled 112 Ali obstaja posploseni integral fj2 x%, dz
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Ker funkcija f, f(x) = =5, ni definirana v tocki 0, moramo zapisati

kjer zahtevamo, da oba integrala na desni strani obstajata. Po definiciji je f£)2 % dr =

o . . . . 0—e 1 o 1 |—
l;lr(r)lf o L dx, ¢e ta integral sploh obstaja. Ra¢unajmo f_2 Sdr=—55|5= 252 + 2

Ker limita lilrél(—ﬁ + é) ne obstaja, funkcija f ni integrabilna na intervalu [—2, 0], torej
€

tudi ne na ve¢jem intervalu [—2,1].
Pripomniti pa velja, da bi s pomocjo limite 20 prisli do napac¢ne ugotovitve. Velja
namrec fol% % dr = —55|3,. = —1+ 55 in od tod dobimo

0—e 1
1 1 1 1 1 7
li —d —dr ) =1i 1+ — - =—-.
2l (/—2 x? " /0+a a2 x) clo (( " 252) i ( 22 i 8)) 8

Slednje pa seveda ni enako vrednosti integrala f_12 x%, dx, sa le-ta ne obstaja.

Gornji primer torej kaze, da lahko obstaja limita

c—¢ b
1811101 (/a f(z) dx + . f(z) das) :

¢eprav ne obstaja izlimirani integral ff f(z) dz. V tem primeru pravimo, da obstaja

Cauchyjeva glavna vrednost integrala [ ’ f(x) dz.

a

Zgled 113 Izracunaj fo mdrﬁ

Resitev. Ker funkcija f, f(z) = \/21__z, ni definirana v tocki z = 2, je

2 2—e
1 1
/ dr = lim dx,
0 2—x el0 Jo 2—x

¢e oba integrala na desni obstajata. Ker je

2—¢ 2—¢
1
| == [ o a— 2 2 2y

velja

2 2—e
1 1
dr = lim dr = lim(2eY/2 — 2v/2) = 2v/2.
/0 V2—u el0 Jo 2—x sl0< )

Zgled 114 [zracunaj fo == dx za razlicne vrednosti parametra o.
Resitev. Po definiciji je

— dx = lim — dx.
el0 c T
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. . . 1 .
Ce je a = 1, imamo fs % dr =Inz|l = —Ine, vendar v tem primeru

1

lim —dr =lim—Ine¢e
elo J, x¢ €10
ne obstaja. Ce pa je a # 1,
1 1
1 1 1
—dx = l—a| _ 1— El—a )
. T@ Tz ax 1— a( )

Ker pa limita hI(I)lE “ obstaja le za a < 1, obstaja integral le za o < 1 in v tem primeru

velja

—dx—hm —dx—hm .
elo J, x@ elo 1 —« 11—«

Zgled 115 Izracunaj fi 275 dr.

Resitev. Ker funkcija f, f(z) = x_%, ni definirana v tocki z = 0, moramo pisati

8 2 8 2 8 2
/ T 3 dr = / T3 dx +/ 73 dx.
-1 -1 -1

Oba integrala na desni strani pa obstajata, saj ustrezata pogojem prejsSnje naloge pri
o= % Racunajmo

8 2 8 2 8 2
/ r 3dr = / 73 dx +/ 3 dr =
-1 1 1

8
= lim 73 dx + lim/ 73 dx =
elo J_4 el0 c

= lim 32375 + lim 323 =
€l0 el0

= lim3(1 - el 4 lim 3(2 - e =34+6=09.

Zgled 116 Izracunaj fol dx.

1
V-2
Resitev. Po definiciji je

lim

| L |
/ B / BN
0o V1— a2 elo J, /1 — a2

Ker pa je [ ﬁ dxr = arcsin x, lahko izracunamo.

. . 1 s . T
dr = limarcsinz|, = 5 —arcsine = .

1
1
/0 V1—122 el0

Doslej smo se ukvarjali le z integrali neomejenih funkcij na konc¢nih intervalih. Zdaj pa
vzemimo, da je integracijski interval neomejen, funkcija pa naj bo na vsakem kon¢nem
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podintervalu integrabilna (v pravem ali posplosenem smislu). Ce za vsak b > a obstaja
integral f; f(z)dz in ¢e obstaja blim fab f(z)dz, pravimo, da je f integrabilna na intervalu

/aoo f(z)de = blirglo/ab f(z) dx

Podobno definiramo integrabilnost na intervalu (—oo, b]. Ce za vsak a < b obstaja integral

la,00) in ozna¢imo

fab f(z)dz in ¢e obstaja lim ff f(z)dz, pravimo, da je f integrabilna na intervalu (—oo, ]
in oznacimo

lim f dx—/ f(z

a——00

Nazadnje definiramo Se integral f_oo f(z) dx. Ce je funkcija f integrabilna na vsakem
konénem zaprtem intervalu v (—oo, 00) in ¢e obstaja limita

b
lim f(z) dx,

a— — o0

b—oo a

pravimo, da je f integrabilna na (—oo,00) in ozna¢imo
00 b
/ f(z)dr = lim f(x)dz
—00 b—oo a

Opozoriti velja, da moramo v lim f f(z) dx izracunati limiti po @ in b neodvisno in si
a— — 00
b—o0

racuna ne smemo poenostaviti v

lim f ) dx —/ f(x
Ce pa integral [~ f(z) dz obstaja, potem velja [~ f(z)dz = lim [ f(z)dx

Zgled 117 Izracunaj fl dx za razlicne vrednosti parametra o.

xa

Resitev. Po definiciji je [~ & da = bhj?o f1 L dx. Ceje o = 1, imamo flb 2dr =Inzl) =
In b, vendar v tem primeru bhm fl = dr = bhm In b ne obstaja.

l—a|b _ 1—
—« _a<b @

Ce pa je o # 1, velja flb —dr = =2t = - —1). Ker pa limita blim bt—e

obstaja le za a > 1, obstaja integral le za o > 1 in v tem primeru velja

1
— dx = li —dxr =1 1) = :
S B

Iz zgledov 114 in 117 vidimo, da integral

/ % dx
0
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Zgled 118 Izracunaj f?oo e’ dx.

Resitev. Racunajmo ffoo e“dr= lim e’dr= lim €*|= lim (1—¢%) = 1.

a——00 a——00 a——00

Zgled 119 Ali obstaja [)° 15 da?

1422

Resitev. Integral ne obstaja, saj je

/OO T g —tim [ " dr = 1im L1 (1 + 22)[°
T = l11m T = 1M —1n X = Q.
0 1+£L‘2 b—o0 0 1—|—.’L’2 b—oo 2 0

Zgled 120 Izracunaj f01/2 L dx.

zln?x
Resitev. Poskusimo z zamenjavo t = Inz, dt = %dx. Tedaj je

-2

12 21 1 1
/ 5 dx:/ —dt = —— =-.
o zln“zx oo 12 tl o 2
Zgled 121 Izracunaj folxlnm dz.
Resitev. Videli smo ze, da je [zInz dz = l;TQ Inx — 31—2. Torej je
1 1 2 2 1 2 2 |1
1 1
/ Inzde = lim/ zln dr = lim (w—lnx - x—) = lim (—— — S e+ 6—) =——
0 cl0 J, elo 4 47|, o 4 4 47|, 4
saj je lime?Ine = 0.
€10
Zgled 122 Izracunaj f()% T
Resitev. Poskusimo z zamenjavo ¢ = tg3. Potem je dr = ﬁ; in cosx = };g Ker

funkcija x +— tg § ni injektivna na intervalu [0, 7] (pravzaprtav ni niti definirana za x =
7), ne moremo napraviti substitucije na celem integracijskem intervalu, ampak moramo
najprej obmocje razdeliti na dva dela. Ra¢unajmo

/27T 1 4 /'TF 1 y +/'27T 1 y
——dr = —dx ——dr =
o 4—3cosx o 4—3cosx » 4—3cosx

Ny QR N R e
o 43 14 R

1+t2 1412
* 1 2 2
-/ e [
o4 =31 1+ Coo L T2

= % arctg(t\/?)‘(io = % (g - (_E)> = 2_7T
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4.4 Uporaba integrala

Prostornina vrtenine Izracunati zelimo prostornino vrtenine, ki jo doloca graf pozi-
tivne funkcije f na intervalu [a, b] pri vrtenju okoli abscisne osi. Telo, ki ga graf doloca,
razdelimo na tanke navpic¢ne rezine. Torej je prostornina pri delitvi o priblizno enaka

V(o) =7 p_y [2(&)(zk — x—1) In je zato

1 — —
kjer smo z d oznacili dolzino najdaljsega izmed intervalov v delitvi o.

Naloga 1 Izracunaj prostornino krogle s polmerom r.

Resitev. Kroglo v sredis¢éni legi si lahko predstavljamo kot vrtenino, ki jo dobimo z
vrtenjem kroznega loka z enacbo f(x) = v/r2 — 22 na intervalu [—r, r] okoli abscisne osi.

Torej je
T T 4
V= 7T/ A (z) dov = 7T/ (r* — 2?) dz = gﬂr?’.

Prostornino vrtenine, ki jo doloca graf pozitivne funkcije f na intervalu [a,b], 0 ¢ [a, b,
pri vrtenju okoli ortinatne osi, izracunamo podobno. Telo, ki ga graf doloca, razdelimo
na tanke krozne valjaste kolobarje. Torej je prostornina pri delitvi o priblizno enaka

V(o) =>0_,2n& f (&) (@ — x—1) In je zato

limV(o) =V = 27T/ba:f(x) dx

s—0
kjer smo z d oznacili dolzino najdaljSega izmed intervalov v delitvi o.
Zgled 123 Izracunaj prostornino torusa s polmeromoma R in r.

Nalogo lahko resimo na dva nacina.
1. naéin Torus dobimo tako, da kroznico z enacbo z2 + (y — R)? = r? zavrtimo okoli

abscisne osi. Sledi y = R+ Vr2—22in y,, = R+ Vr?2—22 ys, = R — Vr? — 22

Prostornina je tako enaka
vV = vzg_vsp:w/ (yﬁg—ygp)dg;:
= ﬂ-/ (yzg + ysp)<yzg - ysp) dr = 7T/ 2R - 2v/r2 — x2 =

1
= 47 R- §7rr2 = 22 Rr?.

2. nacin Torus dobimo tudi tako, da kroznico z enacbo (z — R)? +y* = 7°2 zavrtimo okoli

ordinatne osi. V tem primeru je y,, = \/r? — (x — R)? in ys = —/1r? — (v — . Sledi
R+r
V= 27r/ 2(Yog — Ysp) dx = ... = 21°R%
R—r
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Dolzina ravninske krivulje Naj bo K graf funkcije f na intervalu [a,b]. Radi bi
zaporedne tocke Ty = A, Ty, ..., T,, = B na krivulji in povezimo po dve in dve sosednji.
Dobimo poligonalno ¢rto, katere dolzino s(L) lahko izmerimo. Poligonalna ¢rta L se lo¢i
od krivulje K tem manj, ¢im krajse so vse daljice v poligonski ¢rti. Se ve¢, krivuljo imamo
lahko za limitno obliko poligonalnih ¢rt, ko gredo dolzine vseh daljic proti 0. Torej lahko
vzamemo za dolzino krivulje K kar limito dolzin s(L), ko gredo dolzine vseh daljic proti
0. Ce z d oznac¢imo najkrajso med njimi, je
K) =1i L).
S(K) = lim (1)
Ce gornja limita obstaja, pravimo, da je krivulja merljiva.
Naj bo sedaj krivulja podana z grafom zvezno odvedljive funkcije f na intervalu [a, b].
Razdelimo interval z delilnimi tockami @ = x¢p < 21 < ... < x, = b na podintervale.
Tocka T}, ima koordinati (zy, f(zx)). Ra¢unajmo

s(L) = Y Vo —an P+ () — fla)? =

_ Z - (f(:vk) - f<xk_1>)2 (e — pt) =

T — Th—1

= Y VIF (PG’ (o — i)

kjer smo zapisali f'(&) = %

lims(L) = s(K) = / V14 (f'(x))?de,

d—0

s pomocjo Lagrangeovega izreka. Torej je

kjer smo z d oznacili dolzino najdaljSega izmed intervalov v delitvi o.
Zgled 124 [zracunaj obseg kroznice s polmerom r.

Resitev. Ker je kroznica simetricna, zadosca dolociti dolzino loka kroznice v I. kva-

drantu. Ker je f(z) = vr* — a2, je f'(z) = — == Tore]j je I = Jo 1+ (f'(2))? de =

Ji 1+ S de = [ )5y do = rforﬁ dx = rarcsinl = Z. Obseg kroznice je

torej enak 4 - - = 277

Povrsina vrtenine Izracunati zelimo povrSino vrtenine, ki jo doloca graf pozitivne
funkcije f na intervalu [a, b] pri vrtenju okoli abscisne osi. Telo, ki ga graf doloca, razde-
limo na tanke navpicne rezine. Torej je povrsSina pri delitvi o priblizno enaka

P) = 3 2/ (o =P + () — ) - A )
k=1

2

: (ka - fﬂk—1) =

_ %i - (f(wk) - fm_l))? f@) + fai)

T — Tk—1 2

k
= 272 V14 (f(&))?- fo) +2f(xk_1) (T — TH-1),
k=1
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in je zato

lim P(o) = —27r/f )V 1+ (f'(x))?de,

d—0

kjer smo z d oznacili dolzino najdaljsega izmed intervalov v delitvi o.

Zgled 125 [zracunaj povrsino krogle s polmerom r.

Resitev. Pri obi¢ajni parametrizaji je y = vr2 — z2 in ¢y = \/72—:52 Torej je

T

—277/ yvV1+y?de=. :27'('7"/ dx = 47r.

s

Prostornina geometrijskega telesa Dano naj bo neko geometrijsko telo in stevilska
premica x. Pri vsaki vrednosti z naj bo znana ploS¢ina preseka telesa z ravnino, ki je
pravokotna na os x v tocki . Vzemimo Se, da je S zvezna funkcija.

Da bi dolocili prostornino danega telesa, razdelimo telo z ravninami, pravokotnimi
na os z, na rezine. Ce je plast med sosednjima presekoma tanka, je prostornina pri-
blizno enaka S(zy)(zy — xx—1). Torej je celotna prostornina priblizno enaka V(o) =
Sopy S(xk) (@, — xp—1). Ta priblizek je tem boljsi, ¢im tanjSe so rezine, tj. ¢im krajsi
so delilni intervali. Torej je smiselno postaviti V' = limg_ V (sigma), kjer je d dolzina
najdaljsega izmed delilnih intervalov. Ker je je S(x) zvezna funkcija, je integrabilna in

V=1limV(o) = /b S(z) du.

d—0

Zgled 126 [zracunaj prostornino piramide s povrsino osnovne ploskve S in visino h.

Sax?

Na visini z je ploééina prereza enaka S(z). Torej je S(x) : S = a?: h? in zato S(z) = 5%

Sledi V = [ S(z) dx = [)' 52 dx = LSh.

Guldinovi pravili za vrtenine Prostrnina telesa, ki ga dobimo pri vrtenju ploskve
S okoli ravne osi, je enaka 27r*p(S), kjer je p(S) ploscina ploskve S, r* pa oddaljenost
tezisca ploskve od osi vrtenja.

Povrsina ploskve, ki ga dobimo pri vrtenju loka L okoli ravne osi, je enaka 2wr*s(L),
kjer je s(L) dolzina loka L, r* pa oddaljenost tezisca loka od osi vrtenja.

4.5 Naloge iz integralov

Nedoloceni integral

Naloga 2 Izracunaj integrale

[ 62% + 8z + 3 dx J(a+ba?)? da
[4%e " dx

Naloga 3 Z uvedbo nove spremenljivke izracunayj
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| Zm e [ st do
[ cos(sinz) cos z dx [tgadx
f sinlnz dr

x

Naloga 4 Z integracijo po delih izracunaj
[arcsinz dz [In*z dx

Naloga 5 Izracunaj

sin® z 1

f cos432¢ dx f m2T2x+5 dx
sin 2z
1+4sin2 z dx f xd—22 dx

Naloga 6 Izracunaj dolocene integrale

2

f;ﬁdm’ oL dx

e zlnx

Naloga 7 Izracunaj neprave integrale

fooo 27% dx foo —L_dr

1 z(z+1)

Uporaba integrala
Naloga 8 Izracunaj ploséino obmocja, ki ga omejujeta krivulji y = 2% in y = /.

Naloga 9 Izracunaj dolzino loka grafa funkcije y = In(1 — x?) med tockama x = 0 in
T =1

1
241

Naloga 10 Koliksna je prostornina telesa, ki ga dobimo, ko graf funkcije f(z) =
intervalu [—1,1] zavrtimo okoli abscisne 0si?

na

Naloga 11 Izracunaj povrsino telesa, ki ga dobimo, ko graf funkcije f(x) = e™* zavrtimo
okoli svoje asimptote?
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5 Vektorska algebra

Izberimo v prostoru poljubno tocko O in polozimo skoznjo tri paroma pravokotne Stevilske
premice in sicer tako, da je tocka O na vseh treh premicah slika Stevila 0. Za te premice
pravimo, da sestavljajo pravokotni koordinatni sistem v prostoru. Premice imenujemo
koordinatne osi, tocko O pa koordinatno izhodisce. Premice obicajno oznac¢imo z x, y in
z tako, da ce zavrtimo os x okoli osi z za § v pozitivni smeri, preide v os y.

Za poljubno tocko T' v prostoru oznacimo s 15, T} in T, pravokotne projekcije tocke
T na koordinatne osi. Tocki T, ustreza realno Stevilo x, tocki T}, ustreza realno Stevilo
y, tocki T, pa ustreza realno stevilo z. Torej smo tocki T priredili trojico realnih Stevil
(x,y, 2), ki jo imenujemo koordinate tocke T.

Razdalja med tockama Razdaljo med tocko 7" in koordinatnim izhodis¢em O izracu-
namo po Pitagorovem izreku kot dolzino diagonale ustreznega kvadra. Torej je

dist(T,0) = \/a? + y*> + 22

Razdaljo med dvema tockama izracunamo podobno. Za tocki T (x1,y1, 21) in Ta(x2, Yo, 22)
je

dist(T}, Ty) = \/(iL’Q —21)? + (Y2 —y1)* + (22 — 21)%

5.1 Vektorji

—\

Vektor AB je usmerjena daljica med tockama A in B. Krajevni vektor tocke T je usmerjena
daljica od tocke O do tocke T in ga oznacimo z rr. Ker je tocka T enoli¢no dolocena
s trojico (z,y, z), je s temi koordinatami tudi enoli¢no dolo¢en krajevni vektor tocke T

Torej lahko oznacimo 77 = (z,y, z). Dolzina vektorja 7 je ||rr|| = /22 + 42 + 22.

Vsota vektorjev Vekotrja a in bin naj bosta v taki legi, da konec vektorja a sovpada
z zaCetkom vektorja b. Potem j je vektor a + b usmerjena daljica od zacetka vektorja @ do
konca vektorja b.

Drugace povedano: c¢e imata vektorja d in b skupno zacetno tocko, je njuna vsota
i+b usmerjena diagonala paralelograma, ki ima vektorja @ in b za stranici, in sicer tista
usmerjena diagonala, ki ima zacCetek v skupni tocki vektorjev @ in b. 1z te definicije je
tudi razvidno, da je

i+b=>b+a
Vsoto treh vektorjev izracunamo tako, da vsoti dveh pristejemo tretjega. Vrstni red
seStevanja ni pomemben, saj za seStevanje vektorjev velja asociativnostni zakon.

(@+b)+é=a+ (b+0).

Ker je sestevanje vektorjev asociativno, pri vsoti a; + a3 + ... + a, ni potrebno pisati
oklepajev. Vsoto lahko izracunamo tako, da najprej vektor a; premaknemo v konéno
tocko vektorja aj, nato vektor a3 premaknemo v koncéno tocko (premaknjenega) vektorja
a3, nato vektor a; premaknemo v konéno tocko (premaknjenega) vektorja aj, . ... Iskana
vsota je vektor od zacetne tocke vektorja a; do konéne tocke (premaknjenega) vektorja
Cr,-
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Vektor, ki se zacne in konca v isti tocki, oznacimo z 0 in imenujemo vektor 0. Za vsak
vektor @ torej velja
a+0=d.

Naj bo AB usmerjena daljica. Vekror BA je nasprotni vektor k vektorju AB in ga

ozna¢imo z —AB. Nasprotni vektor k vektorju @ oznac¢imo z —a. Tedaj velja
a+ (—a)=0.
Povzemimo osnovne lastnosti seStevanja vektorjev.

e Komutativnost sestevanja:
a+ b= b+ a za poljubna vektorja @ in b

o Asociativnost sestevanja:
(@+0b) +¢=d+ (b+ ¢) za poljubne vektorje @, b in ¢

e QObstoj nevtralnega elementa za sestevanje:
Obstaja vektor 0, da je @+ 0 = d za vsak vektor @

e Obstoj nasprotnega elementa za sestevanje:
Za vsak vektor @ obstaja vektor —ad, da je @+ (—a) =0

Te stiri lastnosti povemo na kratko takole: Mnozica vektorjev je Abelova grupa.
Oglejmo si Se, kako izracunamo vsoto vektorjev v koordinatnem zapisu. Ce je @ =

(Tay Ya, Za) In b= (xp, Yp, 2p), j€
G+b= (T + Tb, Yo + Yy 2a + 2)-

Nicelni vektor je 0 = (0,0,0), k vektorju @ = (&4, ¥a, 24) nasprotni vektor pa je —a@ =
(—ZEa, ~Ya, _Za)'

Razlika vektorjev @ in b je tak vektor ¥, da je a4+ 7 = b. Razliko vektorjev @ in b oznacimo
zb—dinveljaZ=0—a=>b+ (—ad). Ceje d = (Ta,Ya,2a) In b= (xp, Yp, 2p), j€

b—a = (T = Ta, Y — Yar % — 2a)-
Mnozenje vektorja s skalarjem Naj bo A\ € R. Produkt A\d je vektor z dolzino
|A| - [|@]|. Ce je A > 0, ima vektor A\d@ enako smer kot vektor a@. Ce je A < 0, ima vektor

A@ enako smer kot vektor —a. Ce je A = 0, je Ad@ nicelni vektor.
Mnozenje vektorja s skalarjem zadosca zahtevam
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Baza prostora R* Vpeljimo vektorje €, = (1,0,0), €, = (0,1,0) in €, = (0,0,1). To
so vektorji dolzine 1, ki kazejo v pozitivnih smereh koordinatnih osi. Vektorje €3, €, in €;
imenujemo standardni bazni vektorji prostora R3.

Za poljubno tocko T naj bo (z,y, z) njen krajevni vektor. Torej je

(,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = xe; + ye, + z€..

Izraz xe, + ye, + ze. se imenuje linearna kombinacija vektorjev e, €, in e,. Torej smo
pokazali, da lahko vsak vektor v R? izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev e, €, in

€.
Skalarni produkt vektorjev Skalarni produkt vektorjev a in b je stevilo
a-b=|lal - [oll - cos ¢,

kjer je ¢ kot med vektorjema a in b. Dokazati je mozno, da za skalarni produkt velja

e d-b=0b-a,

in @ - @ = 0 natanko tedaj, ko je @ = 0.

[
ey
Q)
v
]

Ker so standardni bazni vektorji €;, €, in €. enotski in paroma pravokotni, je

€y €y =€y €y =¢€,-€,

€z €y =€ -€, =€, = 0

Torej lahko za vektorja @ = (21,41, 21) = 165 + Y16y + 2162 in b = (T2, Ya, 22) = X2€y +
Y26, + 22€. zapiSemo

C_I:g - (x17y1721>.(x27y2722> -
= (T1€; + Y16y + 21€7) - (T2€; + Y€y + 2267) =

= T12T2 + YN1Yy2 + 2120.
Skalarni produkt vektorjev je torej
a-b=(x1,y1,21) - (T2, 92, 22) = T122 + Y1Y2 + 2122.

Od tod tudi vidimo, da je res

@l = /a3 +yi+ 2 =Vad-a
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Vektorski produkt vektorjev Vektorski produkt vektorjev a in b je vektor @ x 5,
dolocen s pogoji

1. ||@x b = ||@|| - |b] - sin g, kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b
2. vektor @ x b je pravokoten na vektorja a in b

3. vektorji a, bindxb sestavljajo pozitivno orientirano trojico vektorjev. Torej: ce
imajo vektorji a, binaxb skupno zacetno tocko in gledamo v smeri vektorja @ x b
se vidi najkrajse vrtenje vektorja a v b v smeri gibanja kazalcev na uri.

Dokazati je mozno, da za vektorski produkt velja

b=—bxad

QL
X

[ J
—~
S
Y
N—
X

b= b x a@),
o (A+b)xC=axé+bxé

e i@ x b = 0 natanko tedaj, ko sta vektorja @ in b kolinearna. Posebej: @ x @ = 0 za
vsak vektor a.

Ker so standardni bazni vektorji €;, €, in €. enotski in paroma pravokotni, je

€x X €y =¢€,X€,=¢é€.xe, = 0
€r X €y = —€, X € = €,
€y X €, =—€, X € = €
€. X €, =—€,X€E, = €

Torej lahko za vektorja @ = (z1,y1,21) = 1€, + Y16y + 2162 In b = (22, Y2, 22) = T2€; +
Y26, + 22€ zapiSemo

A xb = (16, 4+ Y16y + 21€.) X (T2€g + Yoy + 2262) =
T1Tg €5 X €5 + T1Yg €5 X €, + T122 €5 X €, +
Y1T2 €y X €3 + Y1Y2 €y X €, + Y122 € X €, +
Ty €, X €4+ 21Y2 €, X €, + 2129 €, X €, =

= (thz — 2n1y2)és 21T — X1Z2 6_;} T1Y2 — Y172)€;
( )éz + ( )éy + ( )

Vektorski produkt vektorjev je torej

-

axb=(r1,y1,21) X (22,Y2, 22) = (Y122 — 21Y2, 21%2 — T122, T1Y2 — Y1%2).

Iz pogoja ||@ x b|| = ||@|| - ||b]| - sin¢ vidimo, da je dolzina vektorja @ x b ravno enaka
ploscini paralelograma, napetega na vektorja @ in b.
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Mesani produkt Mesani produkt vektorjev a, bin & je skalar (d x b) - ¢, ki ga oznac¢imo
z (@,b, 7).

Absolutna vrednost mesanega produkta (a, g, ) je enaka prostornini paralelepipeda,
napetega na vektorje @, bin & Ce so vektorji d, b in ¢ nenicelni, je (a, I;, @) = 0 natanko
tedaj, ko lezijo vektorji @, b in & v isti ravnini.

Privzemimo sedaj, da nenicelni vektorji a, b in @ ne lezijo v isti ravnini. MesSani
produkt (a, g, ) je potem pozitiven natanko tedaj, ko tvorijo vektorji @, b in ¢ pozitivno
orientirano trojico v R3.

Izrek 74 (Ciklicnost mesanega produkta) Za poljubne vektorje d, bin ¢ velja
(@,b,8) = (b,¢a) = (¢,a,b).
Dvojni vektorski produkt

Izrek 75 Za poljubne vektorje d, bin & velja

(axzz)xa = (a-azz—(z?-c:)a (21)
ax(bx?c) = (a-6)b—(a-b)c (22)

DoxkAz. Enakost (22) sledi iz enakosti (21), ¢e upostevamo, da je
ax (bxd) =—(bx?d) xa.

Enakost (21) pa najlazje dokazemo tako, da postavimo

a = xi16; + Y16y + 2162,
b = x9€; + Y2y + 206,
C = x3€; +Ysey + 23€.,
iz izra¢unamo obe strani v formuli (21). |

Izrek 76 (Jacobijeva identiteta) Za poljubne vektorje @, bin ¢ velja

=,

(@xb)xé+(bxd) xid+ (@xa) xb=0.
DoxkAz. Identiteto dokazemo z uporabo formule (21). [ |

Izrek 77 (Lagrangeova identiteta) Za poljubne vektorje d, l;, cin cfvelja

- — —

(@xb)-(@xd) =@ &b -d)—(@-db-a.

- -

DOKAzZ. Produkt (@ x b) - (¢ x d) lahko prepoznamo kot mesani produkt vektorjev @, b
in ¢ x d. Torej je

- — - —

(@xb)-(@xd) = (abéxd=(bx@xd)-a,
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kjer zadnja enakost drzi zaradi ciklicnosti mesanega produkta. Sledi

(@xb)-(@xd) = (@bc

-

(@xb)-(@xb)= (@ ayb-b)— (@ b)b-a,

kar lahko zapiSemo tudi v obliki ||@ x b||2 = ||@||2 - ||b]|> — (@ - b)? oziroma

la > b]]* + (@ b)* = [|al|* - [[b]]*.

94
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6 Determinante in sistemi linearnih enacb

6.1 Permutacije

Permutacija reda n je bijektivna preslikava o:{1,2,3,...,n} — {1,2,3,...,n}. Permu-
tacijo obicajno zapiSemo v obliki

( 1 2 ... n )
0 = 9
ay as ... Q2
kjer gornja oznaka pomeni, da je o(1) = ay, 0(2) = ag, ..., o(n) = a,.
Permutacija ¢ je identicna permutacija, ¢e je 1(i) = i za vsak i. (To je pravzaprav
identicna preslikava.)
Permutacija 7 je transpozicija, Ce za neka i in j, i # j, velja 7(i) = 7, 7(j) = @ in
T(k) =k za vsak k ¢ {i,j}.
Dokazati je mozno, da za vsako permutacijo o obstajajo transpozicije 71, To, ..., Tm,
da je
Tm OTm_10...0T| 00 = L.
Stevilo transpozicij, ki uredijo o v identi¢no permutacijo, ni enoli¢no doloéeno. Dokazati
je mozno, da iz
T ©Ty—10...0T1 00 =1
in
T/ © Tyn/—1 0 ...0TL 00 =1

m’ (mod 2) (tj. Stevili m in m’ sta iste parnosti), kar pomeni, da

sledi, da je m =
= (—=1)™. Stevilo (—1)™ imenujemo predznak permutacije in ga ozna¢imo z

je (=)™
sign(o).
6.2 Determinante

Is¢emo vse resitve sistema n linearnih enacb z n neznankami.

a11T1 + a9 + ... + QpTy = bl
a1 + A0%s + ... + AT, = by
Ap1T1 + ApaTs + ... + Appxt, = b,
V tem sistemu so a; j, b; dana realna stevila, 1, ..., x, pa neznanke. Obic¢ajno zapiSemo

koeficiente tega sistema v matriki

ay;py a1 ... QAip

a21 QA29 ... Q9pn
A=

Ap1 Ap2 ... QApp

Taki matriki pravimo matrika z n vrsticami in n stolpci. Determinanta matrike A je
stevilo det(A), ki je vsota vseh moznih produktov po enega Stevila iz vsake vrstice in
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stolpca z upostevanjem ustreznih predznakov. Natancneje:

det(A) = Z sigN(0)a1(1)a20(2) - - - Gno(n), (23)

O’GSn

kjer S, oznatuje mnozico vseh permutacij reda n. Stevilo sign(o) oznacuje predznak
permutacije o; tj. sign(o) = (—1)", kjer je n Stevilo transpozicij, ki so potrebne, da
prevedemo o v identi¢no permutacijo. Opozoriti velja, da je za velike n izrac¢un vrednosti
determinante po definiciji zelo zamuden, saj ima mnozica S, natanéno n! = 1-2---n
elementov. Torej je potrebno za izracun determinante reda n seSteti n! ¢lenov in pri
vsakem od njih je potrebno pravilno dolociti predznak ustrezne permutacije.

Oglejmo si sedaj vrednost det(A) za majhne razseznosti matrike A.

Prin=1je
A = layy).
V vsoti (23) imamo je en ¢len, torej je det(A) = ay;.
Prin =2 je
A= [ ai; Q12 } .
Q21 A22

1 2
21
identi¢na in ima predznak (—1)° = 1, permutacija 7 pa je transpozicija in ima predznak
(—=1)' = —1. Torej je

1
V mnozici Sy imamo je dve permutaciji ¢« = ( 1 ; ) inT= ( ) Permutacija ¢ je

det(A) = Sign(l/)ah(l)agb(g) + Sign(r)alT(l)agT(g) = 11022 — Q120921 .

Prin =3 je
a1 G12 13
A= | ax axn azx
az1 a3z 0ass

V mnozici S3 natancno 3! =1-2-3 = 6 permutacij. Te so

/123
= {12 3
/123
92 = |13 2
/123
% = 921 3
(123
9 = {92 3 1
/123
9% = 31 2
/123
% = {3 91

o]
D
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Hitro se vidi, da imajo permutacije oy, 04 in o5 predznak +1, ostale pa predznak —1.
Torej je

det(A) = 11022033 1 Q12023031 + Q13021032 — 013022031 — A11A23032 — A12021033.

To formulo si lahko enostavno zapomnimo tako, da k matriki A na desni pripiSemo prva

dva stolpca matrike A
matrika A

ter seStejemo produkte na glavnih diagonalah (polne ¢rte) in odstejemo produkte na
stranskih (Crtkane ¢rte).

Opozorilo. Zgoraj opisani prijem s pripisovanjem dveh stolpcev na desni velja samo za
izrac¢un determinant razseznosti 3 x 3. Metoda za splosen n, n # 3, ne drzi in je tudi ni
mozno ustrezno prirediti.

6.3 Racunanje determimant

Matriki
a1 Q12 ... Qi
a91 A29 ... QA9p
A=
Ap1 Ap2 ... QApp
transponirana matrika je matrika
aij; @21 ... QApi
AT _ 12 Q29 ... QAgp
Aip A2, ... QApp

in dokazati je mozno, da je det(A) = det(A”).

e Ce pomnozimo vse elemente v kaksni vrstici (ali stolpcu) z istim faktorjem k, se
vrednost determinante pomnozi s k.

e Ce v determinanti dve vrstici (ali stolpca) zamenjamo med sabo, determinanta
spremeni predznak.

e Ce sta v determinati dve vrstici enaki (ali dva stolpca enaka), je vrednost determi-
nante enaka 0.

e Ce so vsi elementi, ki lezijo na eni strani glavne diagonale, enaki 0, je vrednost
determinante enaka produktu diagonalnih elementov.

e Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e k eni vrstici pristejemo veckratnik druge
vrstice (ali ¢e k enemu stolpcu pristejemo veckratnik drugega stolpca).
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6.4 Poddeterminante

Fiksirajmo indeksa 7,5 € {1,2,...,n} in iz primernih (n — 1)! ¢lenov v izrazu
det(A) = Z sign(a)ala(l)agg(g) . am(n), (24)
O’GSn

izpostavimo a;;. lzraz, ki nam ostane (torej vsota (n — 1)! clenov, od katerih je vsak
produkt n — 1 elementov determinante) oznacimo z A;; in imenujemo poddeterminanta
elementa a;; v determinanti det(A). Poddeterminanto A;; v praksi izracunamo tako, da
iz matrike

ay;py a1 ... Qaip

a21 A29 ... Q9pn
A=

Ap1 Ap2 ... QGpp

pobrisemo i-to vrstico in j-ti stolpec, izracunamo determinanto dobljene matrike razsez-
nosti (n — 1) x (n — 1) in rezultat pomnozimo z (—1)"*.

Naj bo i katerakoli vrstica determinante det(A). Ker je v vsakem ¢lenu v (24) po en
faktor iz i-te vrstice, je mozno zapisati

det(A) = aﬂAil + CLZ'QAiQ + ...+ CLmAm (25)

Tej formuli pravimo razvoj determinante po i-ti vrstici.
Naj bo j katerikoli stolpec determinante det(A). Ker je v vsakem ¢lenu v (24) po en
faktor iz j-tega stolpca, je mozno zapisati

det(A) = Cl,lelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj. (26)
Tej formuli pravimo razvoj determinante po j-tem stolpcu.

Zgled 127 Izracunaj

1 2 3
det(A)=|0 1 2
3 2 1
s pomocjo razvoja po drugi vrstici.
Resitev. Racunajmo
1 2 3
det(A) = |0 1 2 |=
3 21
2 3 1 3 1 2
o 1\2+1 1242 . _1)\2+3 o . _
= (=1 0‘21‘—!—(1) 1‘31‘+(1) 2‘32’
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Ce v formuli (25) zamenjamo koeficiente a;1, ..., G, S k1, - - ., Ggn, Kjer je i # k, dobimo
det(A)’ = aklAil + akQAiQ + ...+ aknAm. (27)

To je ravno determinanta matrike A’, v kateri smo vse elemente v i-ti vrstici nadomestili z
elementi k-te vrstice in nato izracunali vrednost det(A’) s pomocjo razvoja po i-ti vrstici.
Ker sta v matriki A’ i-ta in k-ta vrstica enaki, je det(A’) = 0. Torej vsak k # i velja

aklAil + CLkQAiQ + ...+ aknAin =0. (28)
Podobno sklepamo, da tudi za vsak k # j velja

alkAlj + CLQkAQj + ...+ ankAnj = 0. (29)

6.5 Kramerjevo pravilo

Oglejmo si sistem linearnih enacb

a1 + a12T9 4+ ...+ A1pLy, = bl
a1 + A9%s + ... + AT, = by
Ap1T1 + oo + ... + Xy, = by

Koeficieti sistema so lahko poljubna realna stevila. Smiselno je predpostaviti, da je v
vsaki vrstici in vsakem stolpcu vsaj en koeficient neniceln, saj sicer ne bi imeli sistema n
enach z n neznankami.

Cejeby =by=... =0, =0, pravimo, da je sistem homogen, sicer pa je nehomogen.
Resitev gornjega sistema je taka n-terica (Xi,...,X,), da je

an Xy +apXo+ ... +anX, = b
a21X1 + CLQQXQ + ...+ aann = bg

aanl + anQXQ +...+ anan - bn

Privzemimo sedaj, da je (X1,...,X,) resitev gornjega sistema. Ce pomnozimo prvo
enacho sistema z Aqq, drugo z Asq, ..., in n-to z A,1, dobimo

a1 An Xy + apAnXo+ ...+ a1, An X, = biAn
a1 Ao Xy + aeAnXo + ...+ a2, A1 X, = baAy

anlAanl + anQAanQ + ...+ annAann = bnAnl
Ko dobljene enacbe sestejemo in izpostavimo X, X, ..., oziroma X,, dobimo

Xi(a11 Ay +an Aoy + ...+ amAnn) +
Xo(a12A11 + agAoy + ...+ anoAp) +

Xo(ainAn + agnAor + ..o 4 apnAna) = b1A1 + b2 Asy + ...+ by A
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Izraz a1 A1 + a1 Aoy + ... + an1Ang je enak det(A), saj gre za razvoj determinante po
prvem stolpcu (glej po formulo (26) za j = 1). Vsi izrazi ajp A1 + askAar + . .. + appAna,
k # 1, pa so enaki 0, saj gre za razvoj po prvem stolpcu, kjer je k-ti enak prvemu (glej
po formulo (29) za j = 1). Torej dobimo

Xy - det(A) =b1Ay1 +bsAsy + ...+ b A

Ce oznacimo

bl a2 ... QAip

bz ag2 ... QAgp
A= . -

bn Apo ... Qpp

opazimo, da je det(A;) = by Ay + boAsy + ... + b, An1, saj je to ravno razvoj po prvem
stolpcu matrike A;. Torej je

. det(Al)
"7 det(A)”
kjer smo privzeli, da je det(A) # 0. V splosnem torej ugotovimo, da je
o det(AJ)
7 det(A)’

kjer je A; matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da v njej j-ti stolpec zamenjamo s
stolpcem desnih strani; torej s stolecpem [by, ..., b,]7.

Gornja izpeljava je temeljila na predpostavki, da je sistem sploh resljiv. Dokazati pa
je mozno, da je ob predopstavki det(A) # 0 sistem vedno resljiv. Velja namrec

Izrek 78 (Kramerjevo pravilo) Ce ima sistem n linearnih enacbh z n neznankami de-
terminanto koeficientov razlicno od 0, je sistem enolicno resljiv in resitve so

~ det(A;)  det(4,)
T det(A) T T det(A)

X1

kjer je det(A) determinanta sistema, det(A;) pa determinanta matrike, ki jo dobimo tako,
da v matriki A zamenjamo j-ti stolpec s stolpcem desnih strani. [ |

Zgled 128 Resi sistem

2231 —|—4IE2 — T3
1+ 8xry+3x3 = 2

21’1 — T3 =
s pomocjo Kramerjevega pravila.
Resitev. Deterinanta sistema je
2 4 -1
det(A)=|1 8 3 |=28,
2 0 —1
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zato res smemo uporabiti Kramerjevo pravilo. Po vrsti izracunamo

1 4 —1
det(4;) = |2 8 3 | =20,
10 -1
2 1 —1
det(4) = |1 2 3 |=0,
2 1 —1
2 4 1
det(43) = |1 8 2|=12
2 0 1
zato je
YT det(A) T 28 7
d
Ty = et(AQ) :EZO
det(A) 28
’ det(A) 28 T
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